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Abstract

Los asistentes de demostraciones han demostrado ser valiosas herramientas en el
campo de la teoria matemadtica y computacional, permitiendo especificar, verificar y
formalizar teoremas y, en particular, propiedades de programas. En el presente tra-
bajo nos abocamos a la tarea de desarrollar un prototipo de asistente de demostracién
parametrizable en el sistema de tipos. Para ello, primero estudiamos los Sistemas de
Tipos Puros, una generalizacion de varios de los sistemas de tipos utilizados en el
célculo lambda. Luego, damos una idea de cémo empleando el isomorfismo de Curry-
Howard resulta posible modelar pruebas de programas a través de expresiones lambda.
Finalmente, formalizamos un prototipo de asistente basado en los principios propues-
tos por dicha correspondencia, concluyendo con una implementacion en Haskell del

mismo.

Palabras claves: Type Theory, Intuitionistic Logic, Sistemas de Tipos, Calculo
Lambda, Prueba de Programas

F.4.1 Mathematical Logic
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Capitulo

Introduccion

Los asistentes de demostraciones son herramientas valiosas en el campo de la teoria
matemdtica y computacional, permitiendo a desarrolladores especificar, verificar y for-
malizar teoremas y, en particular, propiedades de programas. Incluso en los dltimos
afios, herramientas de este tipo han permitido numerosos avances de la computacién
tedrica. Una de las maneras que existen para llevar a cabo tales demostraciones de
proposiciones légicas es empleando la teoria de tipos [CH88, ML84, Wil99].

En la actualidad ya existen algunas herramientas similares que han probado ser
de gran utilidad en varias ramas de investigacion tedrica, entre las cuales se destacan
COQ, Epigram, Cayenne o Agda [Coq99, Epi04, Cay99, Agd00]. Si bien estas apli-
caciones se encuentran basadas sobre principios similares a los empleados para llevar
a cabo nuestro prototipo, es de destacar que el nivel de maduracién que presentan tales
asistentes sobrepasa en gran medida el alcance propuesto para una tesis de grado.

Bajo este contexto, la Teoria de Tipos Intuicionista [ML84] nos permite trabajar
sobre pruebas constructivas que emplean proposiciones, ya que estd basada en una cor-
respondencia entre proposiciones y tipos, donde una proposicién se encuentra definida
por el tipo de una potencial prueba de ella y una prueba no es mas que un término
de dicho tipo. De esta manera, lo que se intenta hacer es lograr una prueba donde
se mantiene la justificacion de la derivacién de una proposicién, mds que el valor de
verdad que posea la misma. Es decir que una férmula en esta Ldgica Intuicionista es
considerada verdadera solamente si es posible construir una prueba de la misma.

Esta correspondencia entre proposiciones y tipos se conoce como el Isomorfismo
(o correspondencia) de Curry-Howard [CF58, HowS80]. Esta establece la existencia de
una analogia entre un teorema y el tipo de un valor obtenido al computar una funcion,
siendo ademads el programa empleado en tal computacién una prueba de dicho teorema.
Teniendo esto en mente, las pruebas buscadas ahora pasan a ser programas.

Para todo esto, son de vital importancia los Sistemas de Tipos Puros (Pure Type
Systems) [Wil99, Ber88, Ber90], que pueden ser vistos como una generalizacién de los
lenguajes funcionales tipados, ya que son una base ideal para representar proposiciones
como tipos. Esto viene del hecho de que cada PTS es un sistema formal a partir del
cual se pueden derivar juicios que permiten asignar un tipo a un término especifico del
célculo lambda, bajo un contexto dado, hecho de vital importancia al trabajar bajo el
isomorfismo de Curry-Howard.

De esta manera, combinando la idea proporcionada por la Correspondencia de
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Curry-Howard con el poder expresivo de los Sistemas de Tipos Puros, es posible el
desarrollo de pruebas proposicionales complejas que incluyen ademds de operadores
basicos como conjuncion, disyuncién e implicacién, algunos mas complejos tales como
cuantificadores existenciales y universales, entre otros. Los operadores 16gicos con-
viven de esta manera en un sistema de tipos que contiene estructuras de datos expresi-
vas (tuplas, listas, tipos numéricos, tipos dependientes, etc.).

Nuestro aporte

En el trabajo que presentamos, exponemos un prototipo de asistente de demostraciones
que cuenta con la virtud de ser completamente parametrizable respecto al sistema de
tipos sobre el cual se este trabajando. El mismo permite efectuar pruebas de teore-
mas basados en afirmaciones proposicionales, asistiendo al usuario en cada una de las
decisiones tomadas que conduzcan al desarrollo de dicha prueba.

Una de las virtudes con que cuenta esta herramienta es la posibilidad de permi-
tirle al usuario trabajar con multiples teoremas que se encuentren basados en teorias de
tipos no necesariamente iguales, ya que cada demostracién cuenta en todo momento
con su propia traza de demostracion, lo cual nos posibilita experimentar con diferentes
sistemas de tipos, el cual era una de los objetivos principales de este trabajo. Incluso, si
bien existen numerosas familias de sistemas de tipos que conviven bajo la clasificacién
de Sistemas de Tipos Puros (PTS), el hecho de que los comandos o ticticas implemen-
tadas que van asistiendo al usuario en la construccién de un termino a partir de su tipo
se mantuvieron en el marco mds general en que fuere posible, queda garantizada la
reusabilidad de esta aplicacion para derivaciones bajo cualquier clase de PTS.

Teniendo en mente que nuestra contribucién sentaria las bases para el posible de-
sarrollo a largo plazo de un asistente mucho mas avanzado y completo, durante toda la
etapa de desarrollo se puso especial énfasis en garantizar que todo el cédigo generado
pueda ser reutilizado o extendido con completa facilidad, ofreciendo ya en el nivel de
desarrollo actual numerosas abstracciones e interfaces de funcionalidades que hardn
mas amena la tarea de futuros desarrolladores, llegando incluso a producir documentos
de referencia que sirva de guia a los futuros desarrolladores. Todas estas caracteristicas
se verdn en mayor detalle en capitulos posteriores.

En relacién a la madurez de desarrollo que se ha logrado con esta herramienta, cabe
destacar que la contribucién que estamos haciendo en virtud de la elaboracién de una
aplicacién propia, puede ser vista como una segunda etapa en el afdn de alcanzar tal
objetivo. Esto se debe a que ya en una primera etapa, Fabian Fleitas en su trabajo final
de carrera de grado [Fle06] present6 ya un chequeador de tipos (typechecker) basado
en principios similares a los expuestos en el presente trabajo.

Estructura del trabajo

A lo largo de este informe comentaremos las distintas etapas y complicaciones que
debimos enfrentar durante el desarrollo de la herramienta, como asi también expon-
dremos las soluciones hayadas para dichos inconvenientes. Para lograr tal cometido,
en un primer momento explicaremos en detalle el marco tedrico en el cual se ubica este
trabajo. Luego, habiendo ya establecido la base tedrica sobre la cual se sustenta nuestro
trabajo, nos abocaremos ya si a brindar un andlisis mas detallado y exiguo de la apli-
cacion que desarrollamos, dando a conocer los detalles de cada una de las etapas que
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se vieron involucradas en el proceso que derivé en la obtencidon de nuestra herramienta.
Mis precisamente, los temas desarrollados en los proximos capitulos incluirdn:

Capitulo 2

Damos una vision general de sistemas de tipos simples. Luego nos abocamos al estudio
de sistemas de tipos mas complejos, mostrando un incremento gradual en la comple-
jidad de los mismos. Finalmente exponemos el concepto de Sistema de Tipo Puro
(PTS) y enunciamos algunas propiedades de los mismos. Para cada sistema de tipos
detallamos las reglas de tipado que los rigen.

Capitulo 3

Exponemos un resumén acerca de los principios sobre los cuales se maneja la 16gica
y la teorfa de tipos intuicionista. Explicaremos de que se tratan los tipos dependientes
y su estrecha relacién con la idea de PTS definida en el capitulo anterior. Por dltimo
enunciaremos el isomorfismo de Curry-Howard junto a algunos ejemplos y posibles
maneras de implementarlo.

Capitulo 4

Comentamos el esfuerzo que implica desarrollar un asistente como el elaborado. Em-
prendemos la tarea de definir estructuras y algoritmos que nos permita manipular los
sistemas de tipos en que estamos interesados. Formalizamos los bloques principales so-
bre los cuales se sustenta nuestra herramienta. También planteamos los inconvenientes
a que nos enfrentamos al intentar llevar a cabo tareas mas complejas como los son la
generacioén de premisas, el manejo de incégnitas, y la determinacién de restricciones
para las derivaciones entre otras. Ademas damos a conocer las soluciones encontradas
para cada uno de los problemas expuestos.

Capitulo 5

Damos una idea acabada de la implementacién de nuestra herramienta. Asi mismo
brindamos una descripcion detallada de los médulos que la componen y la intercomu-
nicacion entre los mismos. También mostramos como todo el desarrollo logrado en el
capitulo 4 se traduce a una implementacidn concreta. Finalmente mostramos la inter-
faz de nuestra aplicacion y damos a conocer algunas de las funcionalidades que ésta
ofrece.

Capitulo 6

Reflexionamos sobre las conclusiones obtenidas en el desarrollo del presente trabajo.
Asi mismo sugerimos algunas ideas de como mejorar la herramienta y planteamos
algunas tareas de trabajo a futuro.



Capitulo

Sistemas de tipos:
de A— alos PTS

Una de las ideas principales sobre la cual se sustenta nuestro trabajo es la de los Sis-
temas de Tipos Puros. En este capitulo centraremos nuestra atencién en el estudio de
algunos sistemas de tipos sencillos, para luego ir afadiendo nuevos conceptos que fi-
nalmente nos acerquen al andlisis de los sistemas de tipos mds sofisticados en los cuales
estamos verdaderamente interesados.

A medida que avancemos a través de los distintos sistemas de tipos iremos dando
a conocer las reglas de tipado que involucra a cada uno de ellos. De esa manera es-
peramos resulte mas comprensible el conjunto de reglas de los PTS a las cuales arriba-
remos y que desde luego serdn de gran importancia en razonamientos que haremos en
capitulos posteriores.

2.1 Comprendiendo sistemas de tipos simples

Para embarcarnos definitivamente en el estudio de los PTS, primero comentaremos
algunos de los sistemas de tipos mds simples, en el afdn de que partiendo de los mismos
resulte mas sencillo comprender los sistemas que son de nuestro interés. Daremos s6lo
una idea general de estos sistemas, dado que nuestro interés se centra en los sistemas
mds avanzados que veremos posteriormente. Una descripciéon mas detallada puede
encontrarse en [Bar92].

2.1.1 ala Curry vs. a la Church

Antes de comenzar, debemos aclarar que todos los sistemas de tipos expuestos de aqui
en adelante, como asi también toda expresion del calculo lambda que empleemos se
llevard a cabo en la notacién conocida como a la Church. A quien ya ha efectuado
un curso de programacion funcional o se ha topado en algiin momento con el cdlculo
lambda, no le resultard extrafio encontrarse con expresiones de la forma:

Ax.Ay.hz.xz(yz)
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expresiones de este tipo tienen la peculiaridad de que no llevan explicitamente detallado
el tipo de las variables en las abstracciones utilizadas. Esto se debe a que en la mayoria
de los sistemas de tipos simples es posible inferir el tipo de las mismas. Cuando el tipo
de dichas variables no se da en forma explicita dentro de la misma expresién, decimos
que se encuentra a la Curry'.

La notacién en que el tipo de las variables en las abstracciones se da a conocer
de manera explicita, es conocida como a la Church. Usando esta notacién, la misma
expresion que mostramos arriba queda expresada de la forma:

Ax:a—B—oy.Ay:o—PB.Az:o.xz(yz)

A lo largo del presente trabajo emplearemos la notacion a la Church. Uno de los
motivos que lleva a tal eleccién radica en el hecho de que al efectuar el chequeo de
tipos de una aplicacion, por ejemplo, sabemos el tipo de la expresion resultante, pero
deberiamos en cierta forma, inferir el tipo del argumento al cual esta siendo aplicado la
funcién. Pero esta inferencia se torna innecesaria si se emplea la notacién a la Church
como consecuencia de que también conocemos el tipo del elemento al cual se le esta
aplicando una funcién, e incluso el tipo de la funcién misma. Esto no significa que el
problema de inferir los tipos en una notacion se simplifique mas que en la otra, pero al
menos el problema del chequeo de tipos se ve facilitado.

De todas formas la eleccion de la notacién a la Curry dificultaria nuestro trabajo ya
que nos privaria de vital informacién. Esto se debe primordialmente a que, como vere-
mos mas adelante, intentaremos hallar pruebas para ciertas proposiciones basandonos
en el hecho de que las proposiciones pueden ser vistas como tipos mientras que las
pruebas serian términos de dicho tipo. Dicho de otro modo, estarfamos en la situacion
en la que tenemos una prueba y jdesviariamos nuestra atencion hacia la busqueda de
una proposicién que sea satisfecha por dicha prueba! Claramente, nuestra situacién
es la opuesta, de manera tal que en todo momento estaremos interesados en el tipo de
cada uno de los términos que estemos manipulando.

Si prestamos atencién a la notacidon a la Church, a primera vista es mucho mas
engorrosa que nuestra primera version, pero la informacién dada por el tipo de cada
una de las variables que ocurren en la expresion otorga valiosa informacién en la tarea
de identificar el tipo de la misma. Ademads no sélo se da el hecho de que facilmente se
puede determinar el tipo de un término dado, sino que ademds determina la unicidad
en el tipado de dicho término para muchos de los sistemas que veremos mas adelante,
algo que no ocurre en la version a la curry, donde por ejemplo tenemos expresiones
polimérficas como:

AX.Xx: OL— O

Ax.x: (a—a)—(aw— o)

Si bien conocer el tipo de cada variable nos va a ser de gran ayuda mds adelante
en nuestro trabajo, esto no es suficiente para obtener una solucién a algunos de los
problemas mds comunes sobre los sistemas de tipos que resultan de interés para los
lenguajes de programacion funcionales. Por ejemplo, ain con el tipado explicito, el
problema de la inferencia de tipos para sistemas mds complejos puede llegar a ser no
decidible. A medida que avancemos se ird haciendo evidente la necesidad de dicha
conveniencia.

'Empleada cominmente por el matemdtico y 16gico americano Haskell Brooks Curry.
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Para todos los sistemas de tipos que veremos es posible definir los problemas cono-
cidos como chequeo, inferencia y correctitud de tipos, de la siguiente manera:

Definicion 2.1 (Type Checking, Type Inference y Type Correctness).
e El problema de Type Checking consiste en determinar si, para dados un contexto
I, un término M y un tipo Q., se satisfaceque I' - M : «.

o El problema de Type Inference consiste en encontrar, dados un contexto I y un
término M, un tipo o tal que se satisfagaque I' - M : .

o El problema de Type Correctness consiste en decidir si, dados un contexto I'" y
un término M, existe un tipo & tal que se satisfagaque I' - M : a. t

Cuando tenemos que I' - M : ¢ diremos que M tiene tipo ¢ en I' y diremos que
M es tipable siy sélosiexisten 'y ¢ talesque ' - M : ©.

Para cada sistema de tipos a estudiar, diremos cémo se encuentran definidos sus
tipos, términos, contextos, reglas de tipado y algunas propiedades interesantes que
puedan presentar. Para denotar los elementos que forman parte de cada uno de los
sistemas de tipos, emplearemos la siguiente notacion.

Notacion 2.1 (tipos):
e Usaremos o, 3, ¥.... para denotar variables de tipos arbitrarias.

e Usaremos G, T,... para denotar tipos arbitrarios.

e Siempre que usemos —, diremos que la misma asocia a derecha. &

A continuacién analizaremos algunos sistemas de tipos simples con la notacién
elegida: a la Church.

2.1.2 Elsistema de tipos A —

Emprenderemos nuestro estudio de los sistemas de tipos partiendo de uno de los sis-
temas mds simples que existen. S6lo nos limitaremos a denotar la forma en que se en-
cuentran definidos los tipos, términos y contextos validos, junto a sus reglas de tipado
y ejemplos que nos ayuden a comprender la ubicacidén que ocupa este sistema de tipos
dentro de la generalizacion de sistemas, la cual estudiaremos posteriormente. Por mds
detalles sobre el sistema A — se puede consultar [Chu40], [Bar81] o [HS86].

Definicion 2.2 (tipos).
Sea U un conjunto infinito numerable de variables de tipos. El conjunto IT de tipos de
A — estd definido por la siguiente gramética:

N:=UvU|0-01
donde — asocia a derecha. Esto permite no sélo nos permite escribir tipos tales como

U,U—-U,U—U—U,..., sino que también (U — U) — (U — U) y asi sucesiva-
mente. T
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Definicién 2.3 (términos).
Sea V un conjunto numerable de variables. El conjunto A de términos del sistema A —
estd definido por la siguiente gramatica:

A=V |AVIII.A|AA T

Estableceremos como convencién que la aplicacion de términos asocia a izquierda,
teniendo ésta mayor precedencia que la abstraccion.

Notacion 2.2 (términos):
e Usaremos x, y,... para denotar variables de términos arbitrarias.

e Usaremos M, N,... para denotar términos arbitrarios. &

Definicion 2.4 (contextos).
El conjunto C de contextos es el conjunto de todos los conjuntos de pares de la forma

X1 Ty y Xp Ty
donde
Tl,...,Tp €11
X,...,xp €V
y ademds Vi, j € {1,...,n} : i # j se satisface que x; # x; T

Notacion 2.3:

Dado que por el momento los contextos son tratados como conjuntos, denotaremos al
contexto vacio por {}. Ademds emplearemos I, A,... para denotar contextos arbitra-
rios. &

Definicion 2.5 (dominio de contextos).
Dado un contexto I = {x; : 71, ..., x, : T, }, definimos el dominio de dicho contexto
por:

domT = {x1,...,x,} t

Definicion 2.6 (reglas de tipado).
La relacién de tipado F definida sobre C x A x IT se encuentra dada por las reglas de
tipado detalladas en la figura 2.1, donde I', x : ¢ significal’ U {x: 0 }.
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(start) I'kx:o (x:0)el

I''x:c b M: =z
(— introduction) I'Ax:0.M:0—1 x ¢ dom(T)

'-M:c—-n1 '-N:oc
(— elimination) ' MN:=

Figura 2.1: Reglas de tipado de A —

La primera regla establece que si (x : 6 ) ocurre en un dominio I', entonces podemos
decir que x tiene tipoc en I'.

La regla de introduction nos dice que si en un contexto conocemos que x tiene
tipo 6 y que usando esa informacién pudimos deducir que M tiene tipo T, entonces
podemos deducir que el término Ax : G . M tiene tipo ¢ — T.

La regla de elimination en tanto nos dice que si bajo un contexto I pudimos deducir
que M es una funcién de tipo 6 — T y que el término N tiene tipo G, entonces la
aplicaciéon de MN tiene tipo <.

De esta manera, el conjunto de todos los términos tipables resulta ser un subcon-
junto propio de todos los términos, en donde se establecen restricciones sobre qué
términos pueden ser aplicados a qué otros términos. Como el tipo ¢ — T denota el
conjunto de funciones que van de ¢ a T, si tenemos que M : ¢ — T entonces M puede
ser aplicada solamente a un término de tipo G.

Ejemplo 2.1 (La funcion identidad):

La funcidn identidad estd dada por:
I=Ax:0.x:0—0C

siendo su prueba en el sistema A —:

(start)

xX:6Fx:0 . .
(— introduction)
FAx:c.x:0—0 *

Evidentemente, en realidad existe una cantidad infinita de funciones de idéntidad:
una por cada tipo G.

Ejemplo 2.2 (La constante K):
La constante K estd dada por:

K=Ax:0.Ay:T.x:0—>1T—0C

siendo su prueba en el sistema A —:

(start)

x:6,y:Tkx:0 . .
) (— introduction)

x:6FAy:tT.x:T—0

— introduction
I—kx:c.ky:t.x:c—w—mx( ) *
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Para simplificar un poco la notaciéon empleada en las pruebas, a menudo empleare-
mos:

e S, para denotar la regla de start
e — I, para denotar la regla de — introduction

e — E, para denotar la regla de — elimination

Ejemplo 2.3 (La constante S):
La constante S estd dada por:

S=Ax:0>1—p.Ay:6 —>1.Az:6.xz(y7) : (0 —=T—p)— (60 —>1T)—>0C —p

siendo su prueba en el sistema A —:

F’I—x:6—>t—>p(s) F’I—z:GES_ZE) F’I—y:6—>r(s) F’I—z:cgs_))E)
I'Fxz:t—p F/}_yZ:T(—>E)
X:60—>T—p,y:0—1,2:06 F xz(yz) : p 1)
X:0—=T—p,y:06—1Thk Az:6.x2(yz) : 6 —p (-1
xX:6—=T—pkFAy:c—>1.Az:0.x2(yz) : (0 —1T)—>0C—p (1)

FAx:o—=t—p.Ay:0 =1.Az:0.3z(yz) : (6—=T—p)— (0 —=1T)—>0—p

dondeI" =x:0 - 1T — 10 —>7T,7:0. *
7y )

2.1.3 Elsistema de tipos 1.2

Si repasamos los argumentos esgrimidos en la secciéon 2.1.1 sobre las diferencias pre-
sentadas entre la notacién a la Church y la versién a la Curry, recordaremos que en
esta dltima era factible la escritura de funciones polimérficas de la forma Ax.x, mien-
tras que en la primera, dado que resultaba necesario explicitar el tipo de los pardmetros
de las funciones, escribir una funcién polimérfica resultaba imposible.

En esta seccién nos embarcaremos en el estudio de un nuevo sistema de tipos. El
sistema A2, también denominado cdlculo lambda polimérfico de segundo orden, fue
desarrollado de manera independiente por el 16gico francés Jean-Yves Girard [Gir72]
y el investigador americano John C. Reynolds [Rey74] y brinda la posibilidad de definir
funciones polimoérficas, lo que nos permitird especificar funciones tales como la iden-
tidad polimorfica, algo que hasta ahora nos resultaba imposible en la notacién a la
Church.

Definicion 2.7 (tipos).
Sea U el conjunto de las variables de tipo. El conjunto IT de los tipos del sistema A.2
estd definido por la siguiente gramadtica:

H:=U|10-11| VYWl T
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Es esta nueva cldusula YUII la que permite generar los tipos de las funciones
polimoérficas.

Definicion 2.8 (términos).
Sea V un conjunto numerable de variables. El conjunto A de términos del sistema A2
se encuentra definido por la siguiente gramatica:

A=V |AV:ILA|AA | AU.A | ATl +

Comparando los términos validos para el sistema A2 en relacién con los de A —,
notamos que aparecen dos nuevas cldusulas.

La primera (AU . A), la cual denota la abstraccion polimorfica, genera términos de
la forma Aa.. M. A este nuevo término lo podemos interpretar como que el término M
(que puede contener dentro de si mismo o ubicada en los lugares en donde variables
de tipos puedan ocurrir) resulta ser una funcién polimérfica con un pardmetro de tipo
.

La segunda cldusula (AIT), que define la aplicacion de tipos, permite crear términos
de la forma (M), donde M es un término y T es un tipo. Estos nuevos términos son
interpretados como una llamada a una funcién genérica M que recibe como pardmetro
un tipo. De esta manera, al aplicar M al tipo T, estamos creando una instancia de
funcién polimérfica. Resulta entoncés obvio por qué decimos que este sistema de tipos
es polimorfico. Ademds decimos que es de segundo orden porque tiene tipos de la
formaVo.T.

Definicion 2.9 (contextos).

El conjunto C de contextos se encuentra definido de manera idéntica al conjunto de con-
textos que dimos para el sistema A — en la definicién 2.4, aunque la misma definicién
nos da lugar a construir mds contextos, ya que hay mds tipos disponibles. T

Usando las nuevas definiciones que tenemos para A y ITbajo el sistema A 2, tenemos
las siguientes reglas de tipado para el sistema A 2.

Definicion 2.10 (reglas de tipado).

La relacién de tipado I definida sobre C x A x IT se encuentra dada por las reglas de la
figura 2.2:

donde la restriccién de que o ¢ FV (') se corresponde con la necesidad de que la
variable de tipo que esta siendo abstraida debe ser un identificador local. T

Como se puede apreciar, las primeras tres reglas coinciden con las definidas para el
sistema A —.

La regla de (V introduction), generaliza al término M. Es decir, dado un término
arbitrario, forma una nueva funcién polimérfica que recibe una variable de tipo como
argumento, permitiendo asi generalizar las ocurrencias del tipo o que ocurran en M.

Por otro lado, la regla de (V elimination) permite instanciar una funcién polimér-
fica. Es decir, suponiendo que M sea una funcién que recibe un tipo como parametro,
indica que M aplicada a un tipo T pasa a ser un término de tipo ¢ donde todas las
ocurrencias de o han sido sustituidas por el tipo al cual ha sido aplicado M.

10
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(start) 'kx:1 (x:7)el
I''x:cbFM: =z
(— introduction) I'Ax:0.M:0—1 x ¢ dom(T)
r-M:0—r1 'FN:o
(— elimination) ' MN:=
r-M:o
(V introduction) I' - Ao.M : Va.o o¢FV(D)
I'EM: Voo
(V elimination) I' - Mt : ofa:=1] tell

Figura 2.2: Reglas de tipado de A2

Ejemplo 2.4 (La funcion identidad polimérfica):
La funcién identidad polimérfica estd dada por:

I, =Ao.Ax:0.x : Voo — o

siendo su prueba en el sistema A2:

rT— (start)
oo X O (— introduction)

FAx:a.x:o—a ‘ '
V introduct
FAa.?»x:a.x:Voc.ocHa( introduction) )

Ejemplo 2.5 (Aplicacion de la funcion identidad polimérfica):
Si ahora tomamos la funcién de identidad polimdrfica I, y la aplicamos a un tipo arbi-
trario G, obtenemos la funcién identidad para términos de ese tipo. Es decir que:

I,6 :0—0
siendo su prueba en el sistema A2:

(start)
(— introduction)

FAxiox oo (V introduction)
FAwAx:o.x : Voo — o S
(V elimination)

F (Aa.Ax:0.x)0 : 0 —©C *

x:oFx:ao

Ejemplo 2.6 (La funcion de composicion polimorfica):
La funcién de composicién polimérfica se define como:

11
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op = AW.AB. Ay Af:o—=B.Ag:B—7. Ax:a.g(fx) :
Yo.VB.Vy. (a—=B)—=B—7y)—ma—7v

digamos que

M Af:a—PB.Ag:B—v.Ax:0o.g(fx)
c = (@a—=B)—=B—-v)—a—y
r fro—=PB,g:p—y,x:a

luego la demostracion de o, en A2 queda como:

o =g S ; (S)
) I'-f:o0—P I x (X(HE)
I'g:p—vy l"’l—fx:B(_}E)
fro—B.g:fp—y,xrat g(fx) iy -1
fra—=B,g:p—vyFAx:a.g(fx):o—y 1)
fra—=B FAg:B—v.Ax:a.g(fx): (P—y)—ma—y (1)
FAf:rao—B.Ag:B—v.Ax:a.g(fx): (a—=B)—-PB—-7) —-a—y 1)
FAYy.M:Vy.o 1)
FAB.Ay.M : VB .Vy.o 1)

FAo.AB.Ay.M : Vo.VB.Vy.o

donde claramente, al aplicar o, a tres tipos cualesquiera, obtenemos la instanciacién
de la funcién de composicién para los tipos que pasamos como parametro. *

2.1.4 Elsistema de tipos L ®

A esta altura se comienzan a manifestar algunas dependencias entre tipos y términos.
Estas dependencias pueden clasificarse en:

e términos que dependen de términos
e términos que dependen de tipos
e tipos que dependen de tipos

e tipos que dependen de términos

La primer clase de dependencia ya fue vista cuando definimos el sistema A —. De
hecho, en dicho sistema vimos que:

I'-F:A—B r-M:A
'-FM:B

En tal caso, F' M es un término que depende de otro término (M en nuestro ejem-
plo).

En el caso de la segunda clase de dependencia, la de términos que dependen de
tipos, en el sistema A2 podemos verificar que:

12
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I'G:Voa.o—ao
I'FGA:A—A

A eIl (ie. Aesuntipo)

Por lo tanto, si G = Aot . Aa: o .a, se tiene que G A es un término que depende de
un tipo (A en nuestro caso).

En sintesis, para los sistemas A— y A2 contamos con mecanismos de abstraccién
que permiten estos dos tipos de dependencias. Para los dos primeros tipos de depen-
dencias podemos dar como ejemplo:

Am:A.Fm:A—B enlk—
Ao.Go :Vo.o — o enA2

Para poder ver la tercer clase de dependencia, ahora definiremos el sistema de tipos
A® (lambda omega), introducido por Jean-Yves Girard [Gir72], el cual permite tipos
que dependen de tipos. Para ello es necesario tener funciones que aplicadas a un tipo
devuelven también un tipo. Para ello se utiliza el propio cdlculo lambda en el nivel de
los tipos, ademds de (tal y como ocurria anteriormente) en el de los términos. En los
sistema de tipos anteriores, los tipos se generaban a partir de una gramética externa al
sistema, mientras que en el A® el conjunto de tipos comienza a estar definido por las
reglas de tipado del sistema mismo.

Para lograr esto, definimos una nueva constante x. Diremos entonces que G : %
cuando se satisface que ¢ € Il. Sirecordamos las definiciones de tipos dadas para los
sistemas A — y A2, veremos que la gramética empleada para construir los mismo, nos
permitia crear tipos tales como:

o,pel=(a—P)ell

correspondiendo ésta a una regla de tipado de la forma:

I'HA:*% I'B:*%
I'HFA—B: %

Teniendo esto en mente, es posible ahora en el sistema A ® escribir una funcién
f=A0:x.00 — o tal que f 6 =6 — 6. Como se puede apreciar, la funcién f toma
como pardmetro un tipo y retorna un nuevo tipo, por lo que empleando la notacién de
* propuesta, podriamos declarar el “tipo” de la funcién como f : x — %. Llamaremos
a * — * un kind, dejando reservada la palabra tipo para expresiones E, tales que E : .

Definicion 2.11 (kind).
El conjunto de kinds K, es el definido por la siguiente gramadtica:
K:=x|K—K

ademads introducimos una nueva constante, [, tal que cuando digamos que k : [, estare-
mos expresando que k € K. T

Al igual que el conjunto de tipos, el conjunto de kinds también se encuentra gene-
rado por las reglas de tipado del A®, como veremos mds adelante. Definamos ahora
las expresiones validas que acepta este sistema.

13
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Definicion 2.12 (expresiones).
El conjunto de expresiones E se encuentra definido por la siguiente gramética:

E:=V|x|O|EE|AM:EE|E—E|AV:E.E|VVE.E T

Una primera diferencia respecto a las definiciones de las estructuras fundamentales
de los distintos sistemas que veniamos haciendo hasta ahora es que hemos unificado
las definiciones de términos, tipos y kinds bajo la denominacién de expresiones. Serdn
las reglas de tipado las que determinen cuando una expresién es un término, un tipo o
un kind. Para ser més especificos:

Definicion 2.13 (términos, tipos y kinds).
Dada una expresion E, decimos que E pertenece a la clase de:

e kinds siy sélosi E: [J

e tipos si y sélo si existe una expresion k que sea de clase kind (i.e. k : [J), tal que
E:k

e términos si y solo si existe una expresion T que sea de la clase de tipos (i.e. 3K
talque T: Ky K:0),talque E: T +

Antes de continuar, deberiamos hacer algunas aclaraciones sobre la nueva termi-
nologia que emplearemos. Dada la definicion anterior, no resultarfa extrafio que diga-
mos que una expresion es un kind, un tipo o un término. No obstante, al afirmar que
una expresion E es un tipo podriamos estar haciendo referencia a que E : % (i.e. E € IT)
otal vez que E es de la clase de tipos (lo cual implicaria que E : x, % — %, % —* — %, ...,
0 E : (* = x) — (x — %), por ejemplo, pero no necesariamente que E : %).

Otra confusién frecuente suele suscitarse al momento de emplear la frase A tiene
tipo B, por lo que de ahora en mds, al afirmar que A fiene tipo B, simplemente estaremos
denotando que bajo un contexto I se tiene que I' - A : B.

Definicion 2.14 (contextos).
El conjunto C de contextos es el conjunto de todas las listas de la forma:

[x1: A1, ..., X0 Ay

donde tenemos que
Ay,...,A, € E

Xly.eoyXp €V +

Notacion 2.4 (contextos):
Al contexto vacio lo denotaremos por [|. Si X =[x 1Ay, ..., %t Al Y Y = [y1 ¢
Bi,...,yn: B,], entonces:

o X x:A=[x;:Al,...,x,: Ay, ,x A

14
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'X»YZ[xl1A1,-~~,xn1Anny1131,---7YniBn} &

A diferencia de los contextos que habiamos definido para el sistema A—, en este
nuevo sistema, los contextos dejan de ser conjuntos para pasar a ser listas, lo cual
explica el cambio de notacién para contextos. Esto resulta como consecuencia de que
en el sistema A®, el orden en el cual se toman los supuestos (es decir, los elementos
del contexto) si tiene importancia.

Si por ejemplo observamos las reglas de tipado dadas en la figura 2.3, notaremos
por ejemplos que la regla de start nos dice que para poder asumir que x : &, debemos
primero demostrar algo sobre o (en particular, que o : s con s € {%x,(J}). Por otro
lado, la regla de la abstraccion de tipos sobre términos remueve el identificador que
emplea en el orden inverso al cual se hicieron los supuestos sobre la expresion que estd
abstrayendo. Si el orden de los pares que conforman un contexto no fuese importante,
entonces se podrian definir contextos que carecieran de todo sentido.

Ejemplo 2.7 (juicio mal formado):

Resulta evidente que bajo las reglas de tipado del sistema A®, se puede efectuar la
siguiente derivacion

(axiom)

(start)

(start)

[F*:0
[o:x] o x
[o:x,x:a] Fx: o

de todas formas, si ahora alteraramos el orden los elementos que conforman el con-
texto, veremos que ya no existen reglas de tipado bajo A® que nos permita derivar el
juicio obtenido tal y como ocurre con:

[x:o,0:% Fx:a *

No obstante, cuando demos a conocer las reglas de tipado que rigen a este sistema,
deberia quedar razonablemente claro que las uUnicas posibilidades de afadir nuevos
elementos a un contexto son mediante la aplicacion de las reglas start o weak y éstas
lo permiten siempre y cuando se haya verificado que el tipo de la variable a afiadir esté
bien formado bajo los supuestos del contexto que esta siendo incrementado.

Notacién 2.5:
Sean M y N dos términos. Denotaremos la sustitucion de las ocurrencias libres de la
variables x en el término M por el término N como:

a menudo también denotaremos esta sustitucion como:

MI[N /x| ¢

15
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Definicion 2.15 (reduccién).
La relacién — para el sistema A o es la menor relacion sobre E la cual satisface que:

(Ax:A.M)N —g M[x::=N]

(AA:M)N —p M[A = N]

y ademds, si P,P’ € E y son tales que P —B P', entonces dicha relacién es cerrada bajo
las reglas:

Ax:A.P—gAx:A.P
Ax:P.A—p Ax:P A
Ax:AP—p Ax:AP
Ax:PA—p Ax:P A
PZ—pPZ
ZP—gZP

VA,ZcEyVxeV.
A la clausura reflexiva, simétrica y transitiva de la relacion —p la denotaremos por

Las reglas de tipado para el sistema A® se encuentran detalladas en la figura 2.3,
pero aqui lo que haremos serd ir introduciéndolas de a una por vez.

(axiom) [ F *:0O

La regla de axiom dice simplemente que la constante « tiene tipo [J. De esta forma,
* queda definida como un kind, y partir de ella, todos los otros elementos que con-

formaban el conjunto K (kinds) se pueden construir empleando la regla de kind forma-
tion cuantas veces sea necesario.

'FA:s
(start) I[Lx:AkFx:A s € {x,0}Ax ¢ dom(I)

'HA:B r-C:s
(weak) ILx:CHA:B s € {x,0}Ax ¢ dom(T)

La regla de start establece que si el tipo A se encuentra bien formado, entonces
podemos derivar que una variable tiene tipo A, si es que el tipado de dicha variable es
el dltimo supuesto del contexto bajo en cual se esta trabajando. La regla de weakening,
en tanto, nos dice que podemos descartar el dltimo supuesto del contexto, siempre y
cuando el tipo de dicho supuesto esté bien formado.

I'FA:*% I'FB:*%
(type formation 1) 'A—B: %

r-A:0O ILx:AF B: %
(type formation 2) ' Vx:A.B:x x ¢ dom(T")
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Las dos reglas de fype formation nos permiten construir tipos. La primera, da la
posibilidad de definir el tipo de las funciones. La segunda, en tanto, puede ser empleada
para construir los tipos polimérficos que ya habfamos visto en el A2.

I'HF:A—B F'Fa:A 'EA:*%
(application term-term) I'Fa:B

'HF:A—B F'Fa:A rcA:0O
(application type-type) I'-Fa:B

'EF:Vx:A.B I'Fa:A
(application term-type) I' - Fa: Blx:=d]

Luego nos encontramos con las tres reglas referidas a la aplicacién de expresiones.
La primera, indica que si contamos con una funcién que toma como pardmetro un tér-
mino retornando un nuevo término y ademds tenemos un término cuyo tipo coincide
con el tipo del argumento de la funcién y dicho tipo se encuentra bien formado, en-
tonces la funcién puede ser aplicada correctamente a este dltimo término. La segunda
se comporta de manera similar, con la salvedad de que la funcién recibe tipos como
argumento, retornando un nuevo tipo. La tercera es una de las reglas nuevas que intro-
duce este sistema, y nos permite aplicar una funcién que recibe un tipo como pardmetro
a un tipo en particular, para asi obtener un nuevo término.

I''x:A+-b:B I'FA—B: %
(abstraction term-term) 'Ax:A.b:A—B x ¢ dom(T)

Ix:A-b:B 'rA—B:0O
(abstraction type-type) 'FAx:A.b:A—B x ¢ dom(T)

Ix:A+-b:B I'FVx:A.B: %
(abstraction type-term) ' Ax:A.b:Vx:A.B x ¢ dom(T)

Las reglas de abstraccidn se refieren a las maneras en las cuales se pueden abstraer
las expresiones en este sistema. La primer regla nos indica que si contamos con un
término cuyo tipo puede ser el valor de retorno de un valor funcional bien formado,
entonces se puede abstraer ese término empleando el dltimo supuesto del contexto en
el cual resultaba vélido dicho término. Mds atn, el tipo del supuesto que emplearemos
debe coincidir con el tipado del pardmetro de entrada que recibia el valor funcional
que verificamos estuviera bien formado. Las otras dos reglas se comportan de manera
andloga, con la diferencia de que una la hace abstrayendo tipo sobre tipos y la otra
abstrayendo tipos sobre términos.

F'Fa:A ''EB:s
(conversion) I'a:B A =g BAs e {x,0}

Esta ultima regla, la de conversion, nos indica que si tenemos una expresion a de
tipo A y ademads dicho tipo es P-equivalente a otra expresién B (la cual ademds debe
estar bien formada), entonces es posible deducir que a tiene tipo B. Esta regla resulta
necesaria basdandonos en el hecho de que en el sistema A ®, los tipos de las expresiones
no necesariamente deben encontrarse en su forma normal.
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Ejemplo 2.8 (regla de conversion en A ®):
Sea f=Aa:*.0,seaid = Ao :x.Ax:0o.xysea = [Int : x|. Luego, tenemos que:

(Ax)

'k f:x—x% 'k Int : % rex:0
(ApTyTy)

'kid:Vo:x.0—a Lk fiInt: x
L Fid(fInt) : (fInt) — (f Int)

(ApTeTy)

Ahora bien, como f Int = (Aot :x. o) Int —g oo ::= Int] = Int, usando la regla
de la conversion podemos efectuar la reduccidon que nos lleva a:

U & id(fInt) : (f Int) — (f Inr) T+ Int—Int : % (f Int) — (f Int) =g Int — Int
T+ id(fInt) : Int — Int

(conversion)

*

Cuando en una derivacién, la demostracién de un juicio resulte trivial, omitiremos
las premisas y la derivacién de éstas, empleando una doble linea sobre el juicio en
cuestion para denotar tal caso.

Definicion 2.16 (reglas de tipado).
La relacién de tipado I definida sobre C x E x E se encuentra dada por las reglas de
tipado:
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(axiom) [F*:0
F'-A:s
(start) Ix:AkFx:A s€ {x,0}Ax ¢ dom(I)

I'FA:B r-c:s
(weak) I'x:CHA:B s € {x,0}Ax ¢ dom(I)

'FA: % I'FB: %
(type formation 1) r-A—B: %

rFA:0O I'x:AFB: %
(type formation 2) I'FVx:A.B: % x ¢ dom(T)

r-A:0 re-B5:0
(kind formation) '-rA—B:0O

r'-F:A—B F'Fa:A F-A: %
(application term-term) I'Fa:B

I'HF:A—B I'Fa:A '-A: 0O
(application type-type) I'-Fa:B

F-F:Vx:A.B F'-a:A
(application term-type) ' Fa: Blx:=d]

I'Nx:A+-b:B I'FA—B: %
(abstraction term-term) 'FAx:A.b:A—B x ¢ dom(T)

I''x:A-b:B I'FA—B:0O
(abstraction type-type) 'FAx:A.b:A—B x ¢ dom(T)

Lx:AFb:B F'FVx:A.B: %
(abstraction type-term) ' Ax:A.b :Vx:A.B x ¢ dom(T)

F'Fa:A F'-EB:s
(conversion) I'Fa:B A =g BAs e {x,0}

Figura 2.3: Reglas de tipado de A®
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En procura de conservar la cordura del autor, de ahora en mas, las demostraciones
de ejemplos que usemos seran bastante menos detallados, obviando aquellos pasos que
puedan resultar triviales.

Ejemplo 2.10 (El tipo Lista de (Maybe Int)):
Renombraremos la expresion compose demostrada en ejemplo anterior como o. De esa
manera, el tipo [Maybe Int], queda definido por:

LMI = List : x — %, Maybe : x — x b o List Maybe Int : x

Sea I = List : x — x, Maybe : x — %, y ademds

(EJ2.9)
kot (ko) o (kox) —x—k Tk List : x—* Fhxox:0

- (ApTyTy)
Tk olList : (x— %) —%—* T + Maybe : % — % Thx—x:0

ApTYTy
Dery = T+ o List Maybe : x— * (ArTYTY)

la prueba de LM queda entonces como:

D AX
FFoListMaybe:*a*( er1) I'Fnt: T'kx:0O (AX)
(ApTyTy)

T o List Maybe Int : * *

2.1.5 Elsistema de tipos LC

Hasta el momento hemos definido tres sistemas de tipos que cuentan con la peculiari-
dad de que en cada nuevo sistema que presentdbamos las dependencias de sus ante-
cesores se mantenian y al mismo tiempo una nueva dependencia sobre el conjunto de
tipos y términos era afiadida.

En el sistema A — podiamos definir sélo términos que dependiesen de términos.
Dado un término M, era posible construir el término Ax : G . M, el cual es una funcién
que espera un término como argumento, retornando como resultado un nuevo término.
PorejemploAx:G.x : 6 — 0.

Luego, cuando estudiamos el sistema A2 nos encontramos con la situacién en la
que podiamos definir términos que dependiesen de tipos. Es decir, dado un término
M, ya éramos capaces de construir un término de la forma Ao.M, el cual resultaba ser
una funcién que tomaba un tipo como argumento y retornaba un nuevo término como
resultado. Un ejemplo de este tipo de funciones que vimos era la identidad polimorfica:
AoAx:a.x : Vo.a — o.

Mis tarde, cuando analizamos el sistema de tipos A ®, contamos con las herramien-
tas necesarias como para poder definir tipos que dependiesen de tipos. Dicho de otro
modo, dado un tipo G, resultaba factible construir el tipo Aa : K . G, el cual recibe un
elemento cuyo tipo K es un kind y como resultado retorna un nuevo tipo. Un ejemplo
de esta situacion se da en la funcién (Aat : *.00 — @) : * — *.

Ahora entonces nos interesarfa afiadir la dltima dependencia que nos estaba fal-
tando, la que nos permita escribir tipos que dependen de términos, usualmente de-
nominados tipos dependientes. El sistema AC (también llamado Cdlculo de Construc-
ciones), introducido por Thierry Coquand y Gerard Huet [CH88] nos permitirad definir
esta ultima dependencia.
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Ejemplo 2.11 (tipos dependientes):
Un ejemplo clésico de tipos que dependen de términos es el de la generalizacién de la
funcién zip que proporcionan algunos lenguajes funcionales. La funcién zip mds em-
pleada, es aquélla que se encarga de combinar los elementos de dos listas, obteniéndose
una lista de pares formada por los elementos de las listas recibidas como argumentos.
Dicho de otro modo:

zip :la] — [b] — [(a,D)]

Zip[alaa27-"aan][bl7b27“-abn] = [(al7b1)a(a27b2)7~~-a(an7bn)}

De todas maneras, si bien lenguajes como Haskell [has90] proporcionan funciones
estandares que permiten el zipeo de 2, 3 o incluso 4 listas de manera conjunta, un
interrogante surge cuando se quieren zipear n listas de manera conjunta. Construir
funciones cuyo tipo depende de términos resulta sencillo en lenguajes disefiados para
tal fin, como lo es Epigram [Epi04].

No obstante, en lenguajes como Haskell ya no resulta tan sencillo definir funciones
de tales caracteristicas, lo cual no quiere decir que no existan mecanismos que nos
permitan alcanzar resultados similares. A modo de ejemplo, citaremos la funcién zip-
With desarrollada en [FIOO], que examina una posible solucién al problema de definir
funciones cuyo tipo depende de algtin término que reciben por pardmetro.

Aqui sélo haremos mencién de los resultados obtenidos en dicho articulo, para
mayores detalles se recomienda consultar la publicacién original. En la misma, los au-
tores se encuentran abocados a la discusion sobre si realmente son necesarios los tipos
dependientes en Haskell, para lo cual construyen una funcién zipWith dependendiente
empleando las herramientas bésicas del lenguaje. Para ello, definen las siguientes fun-
ciones auxiliares:

succ :: ([b] = ¢)—=la—b]—[a] —¢

repeat ::a— |d]

y redefiniendo los numerales inductivamente, de manera que el numeral n queda tipado
como:
alar—...—a,—bl—la]— ... — [a)] — [D]

podemos definir el 0, 1,. .. como:

zero = id

one = SUcCc zero

two = succ one
n = succn—1

Luego, si definimos zipWith como:

zipWith 2 ([a)—=b)—a—b

zipWithn f = n (repeat f)
y aunque no hemos dados detalles sobre la implementacién de succ, chequeando los
tipos de las funciones que hemos dado, no deberia resultar dificil notar que:

zipWithﬁ::(m ~>.,,—>an—>b)—>[al]—n..ﬁ[an}ﬂ[l)]
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en particular:

zipWithone @ (a—b)—[a]—[b
zZipWithtwo @ (a—b—c)— [a] — [b] — []
zipWiththree @ (a—b—c—d)— [a] — [b] — [c] — [d]

0, si resulta mds claro:

zipWith one id = [a] — [d]
zipWith two (,) i [a] = [b] — [(a,D)]
— [b] = [c] = [(a,b,¢)]

zipWith three (,,) = |[d]

aqui solo intentamos dar una idea de lo que podria llegar a ser un tipo dependiente. Sin
embargo, si bien el tipo de la funcién zipWith parece depender en cada caso de uno de
los términos que recibe como argumento, en realidad el tipo del resultado sélo depende
del tipo del argumento. *

Si recordamos las reglas de tipado dadas para el sistema A® en la figura 2.3,
notaremos que para cada clase de dependencia las reglas referidas a la abstraccién
y aplicacion entre expresiones diferfan para cada caso. Al definir el nuevo sistema
AC, una opcién plausible seria la de afiadir algunas reglas nuevas que determinen el
comportamiento a seguir en el caso de tener tipos que dependen de términos. Estas
reglas serfan:

F'HA:x x:AFB: O
(type formation 3) '-Vx:A.B: 0O x ¢ dom(T)

-F:Vx:A.B F'Fa:A -HA: %
(application type-term) ' Fa: Blx:=d]

Ix:AFb:B 'EVvx:A.B:0O
(abstraction term-type) ' Ax:A.b :Vx:A.B x ¢ dom(T)

A simple vista puede obeservarse que afadimos una nueva premisa a la regla de
application type-term, para poder diferenciarla de la regla de application term-type
que habiamos definido anteriormente. Esto se debe a que, de acuerdo a las reglas
definidas en la figura 2.3, y siguiendo el razonamiento de la regla type formation 2,
A, en aquel entonces podia ser sdlamente de tipo L], mientras que con la nueva regla
esta permitiendo que A tenga tipo x. Si estas nuevas reglas fueran afiadidas a las de
entonces, deberiamos también incluir una nueva premisa en la regla de application
term-type, pidiendo que A tenga tipo O

No obstante, en lugar de ampliar el nimero de reglas para este nuevo sistema es-
tamos interesados en definir este conjunto de manera mds concisa. Persiguiendo este
objetivo trataremos de definir una regla para la abstraccién y otra para la aplicacién
que puedan ser aplicadas en cualquier clase de dependencia entre expresiones con que
nos encontremos. Para lograrlo, primero deberemos definir el concepto de producto
dependiente.
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Definicion 2.17 (producto dependiente).
Definiremos una nuevo sintaxis, el producto dependiente IT:

IIx:A.B

que denotard el tipo de las funciones que van de valores de tipo A a valores de tipo B,
donde el tipo B puede depender del valor recibido a través del pardmetro x. T

Notacion 2.6 (producto dependiente):
A menudo usaremos A — B para denotar IIx: A. B con x ¢ FV(B). O

Si pensamos ahora en IT como un renombre del V, ahora si, ya estamos en condi-
ciones de definir los cuatro tipos de dependencias posibles empleando el producto de-
pendiente.

Primero veamos el caso en el que tenfamos términos dependiendo de términos.
Es decir, estamos en presencia de un término M, el cual recibe como parametro un
término de tipo A y retorna un nuevo término de tipo B (en el sistema A — dirfamos que
M : A — B). Luego M no es mas que una funcién que toma valores de tipo A, retornando
un valor de tipo B, pero este tipo B tiene la peculiaridad de que no depende del valor
recibido por M. Entonces resulta razonable afirmar que M : Ilx:A.B, donde x no
ocurre libremente en B (lo que en algunos casos suele denotarse como M : I1_:A.B),
y ademds A, B : *.

Lo mismo ocurre cuando nos referimos a tipos que dependen de tipos. En tal caso,
si por ejemplo f : x — %, entonces f no es mds que una funcién que mapea valores
de tipo x en valores de tipo . Una vez mas, dado que el tipo del valor de retorno no
depende del argumento recibido por f (que no debe confundirse con el valor de retorno
de f, que es un tipo y si depende del argumento de f), podemos describir el tipo de
dicha funcién como f : I1_: x.*. En general, podemos tipar la dependencia entre tipos
empleando la notacién I[1x : A. B, donde A, B : [.

Si ahora nos concentramos en los casos en los que términos dependian de tipos,
veremos que M : (ITa : x.B). De manera mds general, podemos afirmar que es posible
tipar términos que dependen de tipos empleando la notacién [T : A. B, donde A : Oy
B

Finalmente llegamos al caso en que nos enfrentamos a la situacion de tener tipos
que dependen de términos. Siguiendo el mismo razonamiento que hemos venido de-
sarrollando, al querer tipar funciones que toman como pardmetro términos y devuelven
como resultado términos (que pueden depender del valor recibido por la funcién), se-
guramente denotaremos el tipo de dicha funciones como I1x: A.B,donde A : xy B: L.

Tal y como debe resultar claro a esta altura, todos los tipos de funciones que denoten
cualquier tipo de dependencia entre términos y tipos puede ser resumida en una sola
regla de tipado de la forma:

'HA:s Ix:AFB:t
F'FIIx:A.B:t

s,t € {x,00}

Dependiendo de como se escojan los s y ¢, estaremos antes todas las posibles com-
binaciones de dependencias de términos y tipos. Para aclarar un poco la situacidn, tal
vez resulte de utilidad la siguiente tabla:
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t ‘ Dependencia

* | Términos que dependen de términos
* | Términos que dependen de tipos

O | Tipos que dependen de tipos

O | Tipos que dependen de términos

> OO *|=

De manera andloga a la que empleamos para definir el tipo de las funciones, es
posible definir una tinica regla que determine el tipado de la aplicacion y la abstraccién
sobre expresiones. Las mismas se verdn en mds detalle en la figura 2.21 de reglas de
tipado para AC.

Definicion 2.18 (expresiones).
El conjunto de expresiones E del sistema AC se encuentra formado por la siguiente
gramdtica:

E:=V|x|O|EE|AMV:E.E|TIV:E.E +

Como se puede apreciar, el conjunto de expresiones resulta mds breve, ya que V'y
— son unificados en IT, mientras que A y A lo sonen A.

Definicion 2.19 (reducciones).
La relacion —p €s la menor relacion sobre E, la cual satisface que:

(Ax:A.M)N —g Mx::=N|
y ademds, dados P, P’ € E tales que P —p P’, también resulta cerrada bajo las reglas:
Ax:A.P —g Ax:A.P
Ax:P.A —p Ax:P'.A
Ix:A.P —g IIx:A.P
[x:P.A —p IMx:P.A
PZ —g P'Z
ZP —p ZP
VxeV,VA,Z€E. T

Definicion 2.20 (contextos).
El conjunto de contextos C del sistema AC se encuentra definido de la misma manera
en que definimos los contextos validos para el sistema A ®, en la definicién 2.14.  F

Definicion 2.21 (reglas de tipado).
La relacién de tipado F definida sobre C x E x E se encuentra dada por las reglas de
tipado de la figura 2.21.
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(axiom) [F*:0
''FA:s
(start) [Lx:AFx:A x ¢ dom(T) A s € {x,0}

I'-A:B 'EFC:s
(weak) ILx:CHA:B x ¢ dom(I') A s € {0}

F'EA:s Ix:AFB:t
(pi) 't (IIx:A.B) : ¢ x ¢ dom(I') A s,t € {x,00}

Ix:A+-b:B 't (Ix:A.B) : ¢
(abstraction) ' (Ax:A.D) : (Ilx:A.B) x¢ dom(T) At €{x0O}

't f: (IIx:A.B) I'Fa:A
(application) 't fa: Blx:=d]

'Fa:A I'-B:s A= B
(conversion) I'a:B se {x0}

Figura 2.4: Reglas de tipado de AC

Las tres primeras reglas son idénticas a las definidas para el sistema A ®. La regla de
product es la que nos permite definir tipos de funciones que, como ya habiamos visto al
momento de definir el producto dependiente, agrupa a todas las clases de dependencias
que podriamos tener entre términos y tipos.

Todas las reglas que nos permitian abstraer expresiones en A®, ahora se ven re-
sumidas en una sola regla de abstraction. Esta nos indica que si tenemos una expresion
b de tipo B, bajo el supuesto de que x sea de un tipo A, y si ademds podemos determinar
que las funciones que toman valores de tipo A y retornan valores de tipo B se encuen-
tran bien formadas, entonces, es posible abstraer el identificador x de la expresion b,
quedando ésta como una funcién que va de valores de tipo A en valores de tipo B.

De manera similar, la aplicacién de expresiones se resume en una sola regla de
application que establece el hecho de que si contamos con una expresion f, a la cual
hemos logrado tipar como una funcién que toma valores de tipo A y retorna valores de
tipo B (donde B puede depender del argumento que recibe f) y hemos logrado hallar
una expresion a de tipo A, entonces es posible aplicar la funcién f a la expresion a,
obteniéndose una expresion del tipo (tal vea dependiente) B. La regla de conversion
adn se comporta tal y como lo hacia bajo el sistema A ®.

A continuacién daremos algunos ejemplos de tipos que dependan de términos. Si
bien estos ejemplos no resultan muy comunes en el dmbito de la programacion fun-
cional (e incluso puedan parecer absurdos para el lector), serviran para ilustrar el uso
de las nuevas reglas de tipado que hemos introducido.

Ejemplo 2.12 (un tipo que depende de un término):
Veamos que en AC, asumiendo que a es un tipo, podemos probar que:

[k F (Ax:o.o) @ a0 —*
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Seal'=[al : #] en:

'k x:0O I'Foa:x

'Eo:* I'Eo:x o :x Fx:o b %:0 |

x:a bk o:x (wk) F'FIx:a.x: 0O (pi)
F'kFAx:a.o : IIx:o.* (ab)

(wk)

En este caso nos encontramos en presencia de una funcién que recibe como argu-
mento valores de tipo o, retornando el valor o.. Aunque en cierta forma no estamos
aprovechando del todo la dependencia, ya que se retorna siempre el mismo o. *

Ejemplo 2.13 (aplicacién de un tipo dependiente):
Veamos que en el sistema AC la siguiente expresion tiene sentido:

I'd:Nat -+ d42 :

donde:
I'=[Int : %, 42 : Nat]

siendo su prueba:

(wk,st,ax) (wk,st,ax)

I' - Nat : x FI—*:D(St)
I'd:TIx:Nat .« = d : TIx: Nat . %

I',d:TIx:Nat .« - 42 : Nat

I'd:Tlx:Nat . x - d42 : %

Basicamente, lo que estamos diciendo es que podemos contar con una funcién que
toma un valor de tipo Int (es decir que dicho valor es un término, 42 en nuestro ejem-
plo), retornando un valor de tipo « (i.e. un tipo), siempre y cuando estemos suponiendo
que Int es un tipo y que 42 tiene tipo Inz. En este caso particular, d 42 se corresponderia
con el tipo de las listas de longitud 42.

Un ejemplo de tal d : Int — % es la funcién que para cada natural n devuelve el
tipo de las listas de longitud n. Una situacion similar ocurre con la funcién zipWith
introducida en el ejemplo 2.11, para la cual, si establecemos que:

zipWith : Nat — [61] — ... — [0,] — (G1,...,0p)

tenemos que el tipo de la funcidn resultante depende del natural que recibe como
argumento. *

2.2 Unificando sistema de tipos: el Lambda Cubo

Ahora que ya hemos dado un vistazo a algunos sistemas de tipos simples, estamos
en condiciones de estudiar lo que se conoce como el Lambda Cubo, introducido por
Barendregt [Bar91]. Este recibe su nombre debido a que puede ser percibido como un
cubo, conteniendo un sistema de tipos particular en cada uno de sus vértices, siendo
desde luego, ocho en total. De esta manera, este A —cubo conforma un marco natural
en el cual muchos de los sistemas de tipos frecuentemente utilizados en su versién a la
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Church, pueden ser estudiados de manera uniforme. El A —cubo no es un sistema en
si mismo, sino mas bien una estructura que permite unificar los criterios de andlisis de
otros sistemas de tipos.

No deberia extrafiarnos que en algunos de los vértices de dicho A —cubo se encuen-
tren los sistemas de tipos A —, A2, A® y AC, siendo este dltimo el sistema mas robusto
y completo de los que conforman el cubo. De hecho, el cubo puede ser observado como
una manera de representar la estructura del Cdlculo de Construcciones en relaciéon con
otros sistemas de tipos del cdlculo lambda. Esto se debe a que todos los sistemas del
A —cubo se encuentran definidos bajo el mismo conjunto de reglas de tipado, siendo la
principal diferencia entre ellos la manera en que se permite efectuar la abstraccioén de
términos y tipos, algo que resultard mds claro cuando demos las reglas de tipado del
sistema.

Si bien sistemas como el A— y el A2 forman parte del cubo, las versiones que se
emplean en el mismo no son la mismas que dimos en las secciones 2.1.2y 2.1.3. A
modo de ejemplo, a esta altura ya se ha unificado el V y — bajo la notacién de IT y
algo similar hemos realizado con A y A. No obstante las versiones que conviven en
el A—cubo son en esencia equivalentes a las dadas anteriormente, de manera que el
espiritu de dichos sistemas no va a verse alterado.

Definicion 2.22 (expresiones).
El conjunto de expresiones E del sistema A —cubo se encuentra formado por la siguien-
te gramatica:

E:=V|S|EE|AV:E.E|IIV:E.E

donde V es un conjunto infinito de variables. Por defecto, diremos que {x,0} = S.
Usaremos sy, 2,53, ... para denotar elementos de S. T

Definicion 2.23 (reducciones).
La nocién de B-conversién y -reduccién sobre el conjunto de expresiones E se en-
cuentran definidas por la regla de reduccién:

(Ax:A.M)N —p M[x:=N]

teniendo ésta que satisfacer las mismas propiedades que la relacidn de reduccién para
AC dadas en la definicién 2.19. T

Definicion 2.24 (contextos).

El conjunto de contextos C del sistema A —cubo se encuentra definido de la misma
manera en que definimos los contextos validos para el sistema A®, en la definicién
2.14. T

Antes de poder dar las reglas de tipado que rigen al sistema A —cubo, necesitaremos
definir el conjunto de reglas que aceptara cada sistema que lo compone.
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Definicion 2.25 (reglas).

Dado el conjunto de pares R.,p, = {(x,%), (x,0), (0,%), (0,0)}, para cada uno de los
sistemas de tipos que conforman el A —cubo definimos R como el subconjunto de R,
dado por la siguiente tabla:

A— (56, %)

A2 (x,%) (O,%)

AP (%, %) (%,0)

AP2 (x,%) (O,%) (x0)

}\49 (*a*) (D’D)

Ao (k%) (O,%) (0,0)

APw (%, %) 0) (O0,0)

AC=AP® | (x,%) (O (%0 (O,0) T

Noétese que el par (%,%) es comin a todos los conjuntos de reglas, esto se debe a
que obviamente, en todos los sistemas que conforman el cubo es posible definir tér-
minos que dependen de términos, siendo las combinaciones de las demads clases de
dependencias las que caracterizan a cada uno de los sistemas de tipos involucrados.

Si bien algunos de los sistemas dados en la tabla ya han sido analizados previamente
en el presente trabajo, alli también se encuentran cuatro nuevos sistemas que no hemos
mencionado hasta ahora: El sistema AP [dB70, HHP87], el sistema A P2 [LM88], el
sistema A® [dLst] y el sistema A P®. De estos tltimos no daremos mayores detalles,
ya que no resultan completamente relevantes para el tema que es objeto de nuestro
estudio.

A menudo se suele dar una representacién gréfica del sistema A —cubo que ayuda
a comprender la relacion entre los distintos sistemas de tipos que lo componen. Dicha
interpretacion puede apreciarse en la figura 2.5

hop————AC
A/
A————AP2

|
Ao—— | —AhPa
S
A—s———AP

Figura 2.5: Representacion grafica del A —cubo

Como se puede apreciar, en los vértices se ubican los sistemas de tipos que lo
componen. En un espacio cartesiano tridimensional, el cubo se puede construir fijando
el sistema A — y luego el resto de los sistemas se obtienen afiadiendo nuevos elementos
al conjunto de reglas R que restringe cada sistema de acuerdo al eje en el cual se esta
desplazando. Los pares de reglas que se afiaden respetan la siguiente tabla:

30



2.2 UNIFICANDO SISTEMA DE TIPOS: EL Lambda Cubo

eje seafadeaR
X (x,0)
Y (O,%)
Z (O0,0)

Ademads, si rotamos la representacion del cubo 45 grados, de manera tal que el
sistema A — se ubique en la parte inferior y el sistema AC en la superior, obtendremos
un conjunto parcialmente ordenado bajo la relaciéon C, que conserva su significado
usual.

Definicion 2.26 (reglas de tipado).
La relacién de tipado F definida sobre C x E X E se encuentra dada por las reglas de
tipado de la figura 2.6.

(axiom) [ F*:0
Fr'-A:s
(start) Ix:AkFx:A x¢dom(T) NseS

r-A:B rEC:s
(weak) INx:CHA:B x¢dom(T) ANseS

I'A:s Ix:AFB:s
(pi) ' (IIx:A.B) : s x ¢ dom(T) A (s1,52) €ER

Ix:A+-b:B ' (IIx:A.B) : s
(abstraction) ' (Ax:A.b) : (Ilx:A.B) x¢dom(T) ANseS

'k F: (IIx:A.B) 'Fa:A
(application) '+ Fa: Bx:=d]

'+-A:B r-B:s B=gh
(conversion) 'tA:B sES

Figura 2.6: Reglas de tipado de A —cubo

Como se puede apreciar, la mayoria de las reglas conservan la estructura que pre-
sentaban para el sistema AC. De todas maneras, la regla de product presenta una
modificacién, y es ésta la que nos permite construir valores de funciones que tomen
y devuelvan términos o tipos® rigiéndose por las reglas de dependencias dadas por el
conjunto R del sistema de tipos en que estemos interesados. En si, la tnica diferencia
con AC reside en la condicién lateral de la regla pi.

Podriamos demostrar que cada uno de los sistemas atin conservan sus propiedades,
pero s6lo nos limitaremos a dar algunos ejemplos de expresiones pertenecientes a al-
gunos de los sistemas que conforman el A —cubo. En ciertos casos serdn expresiones

2que a esta altura ya conviven bajo la denominacién de expresiones
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que ya habiamos demostrado en los sistemas de tipos mds simples y nos serviran para
probar que la esencia de los mismos atin se conserva.

Ejemplo 2.14 (sistema A —):
En todos los sistemas del A —cubo nos encontramos en condiciones de demostrar ex-
presiones que ya habiamos probado en el sistema A —.

Por ejemplo, la funcién identidad dada por:

(st,ax) (wk,st,ax)

W Aix, x: Al F A%
(pi)

[A: %] F TIx:A.A : %

t,
[A:x,a:AlFa: A (st.ax)

ab
[A:x] - Aa:A.a : TIx:A.A (ab)
o la constante K, donde si suponemos que:
' = [A:% b:¥
I, = T,a:A
'y = T,a:A, b:B
I'yy = TIa:A,y:B
Ih = I,x:A
I'y = I'x:a,y:B
tenemos que:
I',FB:x Iy FA:* I'n-B:x Iy A%
Ty a:A T, FTy:B.A: (*) : B.A: (p)
w Foa: “ y:B.A 1 % b) I'HA:x I}FHy.B.A.*(i)
T.F Ab:B.a:1ly:B.A (@ TrOcATy:BAx P
T'FXa:AAb:B.a : Ix:A.Ily:B.A (ab)

Y a pesar de que las pruebas parecieran haberse tornado mds dificultosas y engorrosas,
no deberia resultar dificil notar que la esencia de la misma atn se conserva. *

También deberia notarse que el espiritu de dependencia con que contaba cada sis-
tema se encuentra plasmado en la regla del producto dependiente (Pi). Veamos a modo
de ejemplo, que la funcién polimérfica de identidad que vimos para el sistema A2 atin
vale en todos los sistemas del A —cubo tales que (x,[]) € R.

Ejemplo 2.15 (sistema A.2):

Sean:
I = [o:%]
Toy = [o:%a:dl
Iox = [0k, x:a]
en
m(ax)
nre " Toroais . Tubo:+x TaFo:x |
Tga Fa:o Iy FTx:o. oz * (v1) JFx:0 (@) Tg FIx:o.o: % (i)

b .
Ig FAa:o.a:Tx:o.o (ab) (pi)

JFAo:x.Aa:a.a:

I FHo:*.Tx:o.0 : %
IMo:x. IIx:o. o

(ab)

No obstante, con lo expuesto hasta el momento nos basta para comprender los
Sistemas de Tipos Puros (PTS) que son la base sobre la cual se erige nuestro trabajo y
por lo tanto no enunciaremos més propiedades ni ejemplos del A —cubo, abocandonos
a partir de este momento al estudio de los PTS.
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2.3 Generalizando sistemas de tipos: los PTS

El método empleado en la construccién del sistema A —cubo, fue ademds generalizado
de manera independiente por el matematico italiano Stefano Berardi y el holandés Jaw
Terlouw [Ter89]. Dichos estudios derivaron en la nocién de lo que hoy conocemos
como los Sistemas de Tipos Puros (PTS). Muchos de los sistemas de tipos del calculo
lambda en su versién a la Church pueden ser analizados como PT7Ss ya que las sutiles
diferencias que existen entre éstos puede ser expresada empleando la notacion de los
PTS que veremos ahora a continuacion.

Sélo daremos la nocién bésica de los PTS y algunas propiedades que nos resul-
taran de utilidad en desarrollos que haremos mds adelante en el presente trabajo. Para
un andlisis mds detallado de estos sistemas se sugiere consultar [Bar92], [Geu93]y
[GNOI1]

2.3.1 Motivacion

Como ya vimos, empleando los sistemas de tipos que conformaban el A —cubo es-
tdbamos en condiciones de escribir funciones de identidad que nos resultaban intere-
santes.

e En A —, la funcién de identidad monomorfica sobre términos:

AX:OL.X ;O — O

e En A2, la funcién de identidad polimérfica sobre términos:

Ao . Ax:o.x Voo — o

e En A®, la funcién de identidad monomdrfica sobre tipos (de kind ):

AOLIK.O K — K

Pero de todas formas atin nos resulta imposible definir una funcién de identidad
polimérfica sobre tipos, es decir, no estamos en condiciones de definir una funcién que
tome como argumento un kind ¥ y retorne una funcién sobre tipos de kind k. Seria
esperable poder escribir tal funcién como:

Ax:O.Aa:x.0) : Ixk:0.x >«

De todas maneras, si bien dicha expresion es sinticticamente correcta, si intentamos
demostrar dicha expresion en el sistema A —cubo, nos encontraremos con que:

: JFO:NY kK:OFIx:k.x : 2
k:OFAa:x.o : [Ix:x.K [ FOk:0.0x:x.K : 7
[ FAx:O.Ao:x.o @ IIx:0.Mx:x.x

(pi)

(ab)

De acuerdo a la regla pi, necesitariamos definir ?; y ?, de manera tal que se en-
cuentren definido en el conjunto de reglas R del sistema de tipo que estamos usando.
Incluso si asumimos que estamos empleando el conjunto R que dimos en la definicién
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2.25 para el sistema AC, veremos que ?; deberia tomar el valor de x o [J. De tomas for-
mas, sin importar cual de estos valores le asignemos a 7y, la primer premisa de la regla
pi nos pide que tipemos [, pero ésto implicaria la existencia de una regla de axioma
de la forma:

fFO:s cons € {x,00}

Pero tal regla no esta disponible. Esto nos demuestra que el sistema A —cubo no es
lo suficientemente general como para ser empleado en cualquier ocasién. La funcién
de identidad polimérfica sobre tipos que intentamos definir quedé claramente fuera del
alcance de dicho sistema. Ante la presencia de inconvenientes como el que acabamos
de plantear, es que resulté conveniente definir una nueva generalizacién del A —cubo,
conocida como la teoria de los PTSs.

2.3.2 Definiendo los PTS

Como dijimos, los PTS pueden ser considerados una generalizacién del sistema A —cubo,
lo que nos permitird trabajar con expresiones que hasta ahora escapaban del alcance de
los sistemas de tipos que habiamos considerado. Esto resultard viable gracias a las
extensiones que presentan los PTS respecto al sistema A —cubo, entre las cuales se
destacan:

e En los PTS es posible escoger el conjunto de sorts S de manera completamente

libre, no asi en el sistema A —cubo, donde el conjunto de sorts estaba restringido
a {x,0}.

e Se define una nueva relaciéon A C § x S, que establece el conjunto de axiomas,
en lugar del tnico axioma * : [J que teniamos hasta ahora.

e Laregla del producto también se generaliza, liberandose de la condicién de que
el producto mismo debe tener el mismo tipo que los valores que éste retornaba,
lo que implica que ya no necesitaremos si B : o entonces (ILx: A. B) : o.. Esto
se logra definiendo las reglas como una tripla en lugar de un par, como teniamos
en el sistema A —cubo. El conjunto de reglas R puede ser cualquier subconjunto
de S x S xS, en lugar de las que habfamos fijado en la definicién 2.25.

Definicion 2.27 (sistemas de tipos puros).
Un Sistema de Tipos Puros (PTS por su sigla en inglés Pure Type System) es una tripla
(S,A,R) donde:

e § es un conjunto de constantes al que llamaremos sorts.
e A es un subconjunto de S x S, al que llamaremos axiomas.
e R es un conjunto de reglas de la forma (sy,s2,53), con s1,s2,53 € S.

A menudo usaremos la notacion (sy,s;) para significar (s1,s2,52) T
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Definicion 2.28 (expresiones).
El conjunto de expresiones E de un PTS se construye a partir de la siguiente gramdtica:

Ex=V|S|EE|\MV:E.E|IIV:E.E ¥

Definicion 2.29 (contextos).
El conjunto de contextos C de un PTS se encuentra definido de la misma manera en
que definimos los contextos vélidos para el sistema A ®, en la definicién 2.14. T

Definicion 2.30 (reducciones).
La nocién de B-conversién y B-reduccién sobre el conjunto de expresiones E se en-
cuentran definidas por la regla de reduccion:

(Ax:A.M)N —g M[x::=N]

teniendo ésta que satisfacer las mismas propiedades que la relacién de reduccién para
AC dadas en la definicién 2.19. +

Definicion 2.31 (reglas de tipado).
La relacién de tipado F definida sobre C x E x E se encuentra dada por las reglas de
tipado de la figura 2.7.

Es cierto que la condicion de que B =g B’ de la regla de conversion puede a priori
no ser decidible, pero de todas maneras nada evita que reemplacemos dicha condicién
por la de:

B —B B VvV B —B B

sin la necesidad de alterar el conjunto de sentencias derivables. T

Empleando la nocién de PTS, tal y como ocurria en el caso del A —cubo, pode-
mos definir los sistemas de tipos simples con que trabajamos al inicio del capitulo, de
manera tal que todas las expresiones que resultaban tipadas en dichos sistemas, ahora
pueden serlo en su correspondiente versién de PTS.

Ejemplo 2.16 (sistemas de tipos expresados como PTS):
Vemos como resultaria la especificacion de los PTS que representan a algunos de los
sistemas de tipos que ya hemos mencionado.

e Elsistema A — dado en la seccién 2.1.2:

= {x0}
= {0}
{Ge%)}

SO
|
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Definiendo los PTS

(axiom) N Fst:s (s1,52) €A
F'HA:s
(start) Ix:AkFx:A x¢dom(T) ANseS
I'FA:B I'EC:s
(weakening) Ix:CHA:B x¢dom(T) ANseS
T'FA: s ILx:AF B: s
(product) ' IIx:A.B) : s3 x ¢ dom(I') A (s1,52,83) €ER
Ix:AFb:B 't (IIx:A.B) : s
(abstraction) 'k Ax:A.b) : (Ilx:A.B) x¢dom(T) ANseS
' F: (IIx:A.B) I'Fa:A
(application) ' Fa: Blx:=d]
r-A:B TFB:s B=B
(conversion) r-A:F seS

Figura 2.7: Reglas de tipado de un PTS

El sistema A2 dado en la seccién 2.1.3:

{0}
{(x00)}
{0, (O,%)}

S
A
R

e Elsistema AC dado en la seccién 2.1.5:

S = {x0}
A = {(*7D)}
R = {(*7*)7 (0,%), (*7D)7 (D’D)}

S = {*7D7A}
A = {(*7D)7 (DaA)}
R = {(*a*)a (D7*)7 (D’D)}

El sistema A HOL, el cual describe la 16gica de alto orden de Church [Chu40]:

e Una conjetura efectuada por de Bruijn establece que toda la matemadtica anterior
al 1800 puede ser formalizada en sistema A PAL, el cual es un subsistema del

sistema A — y se encuentra especificado por el PTS:

{x,0O0,A}
{00}

S
A
R

{(x,%, ), (x,03,4), (O,x,4), (0,0240), (x,A,0), (04,40}
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y de manera similar, muchos otros sistemas de tipos pueden ser definidos como especi-
ficacion de PTS. *

2.3.3 Algunas propiedades de los PTS

Ahora que ya hemos definido la nocién de PTS, enumeraremos algunas definiciones y
propiedades de los mismos que nos serdn de utilidad en el presente trabajo.

Definicion 2.32 (igualdad de sentencias).

Dadas dos sentencias (x: A), (y: B), diremos que éstas son iguales, estoesx:A = y: B,
six=1yyA =B, donde esta tltima es la igualdad sintictica de expresiones generadas
a partir de la gramdtica dada en la definicién 2.28. T

Definicion 2.33 (contextos).
SeanT'= x| : Ay, ... , Xy : Ay YA=[y1 : Bi, ... ,Ym : Bn] dos contextos, entonces:

1. T es llamado legal si existen P,Q € E talesque ' - P : Q.

2. Una sentencia x : A pertenece a T', esto es (x:A) €I, six =x; y A = A; para
algnien1,...,n.

3. T estd contenido en A, esto es I' C A cuando para todo (x: A) €T, se tiene que
(x:A) €A t

Lema 2.1 (variables libres para PTSs):
SeaI' = [x] : Ay, ... ,x, : A,] un contexto legal, tal que I' - B : C. Entonces se
satisface que:

1. x1, ... ,x, son todos distintos.
2. FV(B), FV(C) C{x1, ... ,xn}
3. FV(A;)) C{x1, ... ,xi_1},parai € {1, ... ,n}. [ )

Prueba Por induccién en la derivaciéonde I" - B : C. ]

Lema 2.2 (type checking y type inference de PTSs normalizable):
Sea (S,A,R), con S finito, la especificacién de un PTS (débil o fuertemente) normali-
zado, entonces los problemas de type checking y type inference son decidibles. ®

Prueba La prueba puede ser consultada en [vBJ93]. ]
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Lema 2.3 (inicio para PTS):
Si I es un contexto legal, entonces:

1. Si(sy :s2) es un axioma, entonces I' F 51 : 55

2. (x:A) el = ThkFx:A '

Dado el contexto I y el contexto A = [x; : My,...,x, : M), con I' - A querremos
significar que:
'txy:My AN ... ANI'Fx,: M,

Lema 2.4 (transitividad para PTS):

Sean I'' y A dos contextos, tales que I es legal. Entonces:

I'kA N AFA:B = I'-A:B o

Prueba La prueba puede ser consultada en [Bar92] ]

Lema 2.5 (reduccion de tipos para PTS):
Para todo PTS se satisface que:

-A:B N B—zB = TFA:B P

Prueba La prueba puede ser consultada en [Bar92] ]

Es cierto que el conjunto de propiedades que satisfacen los PTS es mucho mas
amplio que el que acabamos de dar. Sin embargo, s6lo requeriremos de estas tltimas
para comprender las bases de los conceptos que manejaremos en capitulos posteriores.
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Capitulo

Sobre tipos, términos,
teoremas y pruebas

En este capitulo nos abocaremos al estudio del razonamiento que nos permitird obtener
pruebas de teoremas a partir de derivaciones de términos. Para lograrlo, primero debe-
mos comprender el pensamiento que plantea el intuicionismo y la 16gica que involucra
al mismo. Luego veremos el resultado fundamental que nos relaciona términos del
célculo lambda con pruebas de teoremas y finalmente cémo los PTS que vimos en el
capitulo anterior le afiaden expresividad a los resultados obtenidos.

A partir de este momento, el término intuicionismo se tornara recurrente en el resto
del trabajo, de manera que consideramos pertinente dejar en claro el significado del
mismo. El intuicionismo puede considerarse como un acercamiento a la matematica,
en el que en la busqueda de resultados se intenta mantener un razonamiento cons-
tructivista de los pasos que conducen a la demostracion de la propiedad deseada, tal
y como una persona intuitivamente 1o harfa. Esta nueva filosofia fue propuesta por
Brouwer [Brol3] a comienzos del siglo pasado y en esencia se oponia al formalismo
impulsado por Hilbert que prevalecia en el estudio de la matematica.

3.1 Hacia la unificacion de términos y pruebas

Basicamente en la teoria intuicionista, para demostrar la existencia de un objeto que
satisface ciertas propiedades, debe resultar posible construir paso a paso dicho objeto,
lo cual claramente contrasta con la idea general que establece que la existencia de una
entidad puede ser probada refutando su no existencia. A modo de ejemplo, siguiendo
los lineamientos de la teorfa intuicionista, no resulta factible hallar una prueba de A V
—A, proposicién que resulta demostrable en la légica tradicional. Esto se debe a que
de acuerdo al Teorema de Incompletitud de Godel [G6d31] es posible construir una
sentencia que no puede ser probada ni refutada, por ello, no hay manera de construir
paso a paso una prueba de dicha sentencia.

Para cuando lleguemos al final de este capitulo, habremos comprendido la relacién
existente entre los PTS que vimos en el capitulo anterior y el intuicionismo. Pero para
lograr dicho objetivo, primero deberemos fijar algunas ideas acerca de la l6gica que
rige el pensamiento intuicionista.
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3.1.1 La semantica de Heyting

Muchos de los avances logrados en el drea de la matematica intuicionista se deben gra-
cias al desarrollo de una ldgica intuicionista que estableci6 un sistema formal donde se
puede trabajar y manipular los formalismos de dicha teorfa. En esta 16gica desarrollada
por Heyting [Hey31] el énfasis estd puesto en preservar la justificacién en cada uno de
los pasos de la derivacién que conducen a la prueba buscada, mds que en el valor de
verdad de la misma. En realidad, lo que nosotros llamamos l6gica intuicionista no es
mds que una familia de sistemas 16gicos, algunos de los cuales veremos mds adelante.

Surge entonces la duda de, dada una sentencia A, ;qué es especificamente una
prueba de A?. Aqui no estamos interesados en su notacién sintictica, sino mas bien
en su significado semantico. Pero al indagar un poco mas, nos daremos cuenta de que
lo que llamamos prueba no es mas que una descripcién de una entidad que ya es un
proceso en si mismo, de manera que podemos responder nuestra incdgnita analizando
la estructura de la sentencia A.

e Para sentencias atémicas, se asume que se conoce qué es una prueba de la misma,
de manera intrinseca.

e Una prueba de A A B, consiste en una prueba de A y una prueba de B, adoptando
la forma de un par (p,q) donde p es una prueba de A y g es una prueba de B.

e Una prueba de A V B, consiste en una prueba de A o una prueba de B y se lo
representa como un par (i, p) donde se da alguna de las siguientes condiciones:

— i=0,y pesunapruebade A, o

— i=1,y pesuna prueba de B.

e Una prueba de A = B, consiste en un método que convierte cualquier prueba de
A en una prueba de B. Es decir, resulta en una funcién f, que mapea cada prueba
p de A aun prueba f(p) de B.

e La negacidon —A es considerada como A =-_|, donde | es una sentencia que no
tiene ninguna prueba posible.

e Una prueba de Vx.A es una funcién f, la cual mapea cada punto a del dominio
de la cuantificacién a una prueba f(a) de Ala/x].

e Una prueba de 3x.A es un par (a,p), donde a es un punto en el dominio de la
cuantificacion y p en una prueba de Ala/x].

No profundizaremos mds en la filosofia de la 16gica intuicionista. Nuestra intencién
es sdlo la de denotar su significado e importancia, de manera que resulte comprensible
la relacion existente entre ésta y el prototipo de herramienta que desarrollamos.

3.1.2 Elisomorfismo de Curry-Howard

Un buen punto del cual partir en el entendimiento de nuestro trabajo, es la correspon-
dencia de Curry-Howard [How80], planteada por el matematico Haskell Curry y el
16gico William Howard. Esta formaliza la estrecha relacién que existe entre programas
computacionales y pruebas matematicas.

En esencia, la misma establece dos relaciones. Por un lado, afirma que el tipo de los
valores retornados por una funcién resultan andlogos a teoremas 16gicos. Mds atin, las
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hipétesis bajo las cuales se satisface dicho teorema no son mds que las correspondientes
a las establecidas por los tipos de los argumentos de dicha funcién. Y por otro lado,
afirma que el programa que computa dicha funcién, resulta andlogo a la prueba de ese
mismo teorema. De esta manera, resultan comunicados los sistemas del calculo lambda
que vimos en el capitulo 2 con la teorfa de tipos que enunciaremos en las préximas dos
secciones.

Si lo vemos en una direccidn, el isomorfismo opera construyendo programas a
partir de pruebas de teoremas basados en la 16gica constructivista que habifamos men-
cionado. En tanto que analizdndolo en el otro sentido, nos encontramos con un meca-
nismo capaz de generar pruebas a partir de un programa (del cual estamos seguros de
su correctitud por la manera en que fue elaborado). Claro que para lograr una mayor
expresividad de estos programas, se requiere de teoria de tipos que asi lo permitan, y
es alli en donde los PTS que habiamos definido entran en juego.

Ejemplo 3.1 (A = A):
Aplicado a la semantica de Heyting que dimos anteriormente, podemos ver por ejemplo
que la sentencia A = A es demostrada por la funcién identidad:

Ax:A.A

ya que estd asocia a cada prueba p de A exactamente la misma prueba. *

Ejemplo 3.2 (B = a):

La interpretacién como tipos de la proposicién = a resulta ser f — o. Claramente,
no existe ningtn término cerrado que satisfaga dicho tipo, ya que deberiamos definir
una funcién que recibe como argumento un valor de tipo 3 y retornase un valor de tipo
o, completamente diferente al recibido como pardmetro. Este hecho, analizado en el
entorno del isomorfismo de Curry-Howard, nos estd indicando que f = o no es un
teorema de la 16gica proposicional, lo cual claramente resulta verdadero. *

De todas maneras, la reciproca no resulta verdadera. Es decir, dado un teorema
16gico, no siempre va a resultar posible hallar un término cerrado que habite el tipo que
se corresponde con dicha proposicion.

Con lo expuesto hasta aqui nos alcanza para deducir que no siempre serd posible
probar una afirmacién l6gica bajo la teorfa intuicionista. Sin embargo, si logramos
hallar un término cerrado que habite en el tipo que se corresponde con dicha afirma-
ci6én, habremos demostrado la veracidad de dicha proposicién. M4s atin, el término
hallado serd un programa funcional que nos brinda una manera algoritmica de probar
tal enunciado. Este es el principio que rige el funcionamiento de nuestro prototipo de
herramienta.

3.2 Teoria de Tipos Intuicionista
La Teoria de Tipos Intuicionista consiste en un sistema légico y una teorfa de conjuntos

que permiten trabajar sobre las bases de la matemdtica constructivista. Esta nueva
teorfa fue introducida por el matematico sueco Martin-Lof [ML84] y se sienta sobre
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los resultados obtenidos por el isomorfismo de Curry-Howard que vimos. Si bien dicha
correspondencia en un principio fue formulada para la 16gica proposicional y el cdlculo
lambda simple con tipos, gracias a los aportes de los tipos dependientes que brinda la
teoria de tipos intuicionista, es posible extender el isomorfismo hacia otros sistemas
16gicos, como por ejemplo la l6gica de predicados.

3.2.1 Tipos dependientes

Como dijimos, resulta factible ampliar el alcance del isomorfismo de Curry-Howard
hacia otros sistemas l6gicos mas complejos al trabajar con tipos dependientes. Ante-
riormente, cuando introdujimos el sistema A ® en la seccién 2.1.4, hicimos notar cierta
interdependencia entre términos y tipos del cdlculo lambda. Lo que haremos ahora serd
dar con un poco mds de detalle los constructores de tipos que tenemos en la teoria de
tipos intuicionista y que, tal como su nombre lo indica, nos permitirdn construir nuevos
tipos empleando tipos ya conocidos. Entre los tipos dependientes mas comunmente
empleados se encuentran:

Tipos finitos Como esta teoria se encuentra definida sobre la teorfa de conjuntos, no
resulta extrafio encontrarnos con los tipos que pertenecen a un conjunto finito.
Ejemplos de éstos son el tipo vacio (0), el tipo unidad (1'), o el tipo de los
Booleanos (2). Empleando esta clase de tipos, es posible escribir la negacion
como:

-P=P—0

Tipos de equivalencia Dados a,b : A, el tipo a = b es aquél que denota las pruebas
que establecen que a es igual a b. En realidad existe un dnico término que
habita en este tipo y dicho término en el isomorfismo representa la prueba de
la reflexividad:Ila : A.a =a

Tipos IT Ya habiamos realizado una introduccién a éstos tipos cuando dimos la nocién
de producto dependiente en la definicién 2.17. Como dijimos entonces, éstos
denotan el tipo de las funciones cuyo valor de retorno puede depender del valor
que reciben como argumento. De esa manera, podriamos expresar el tipo de los
vectores de valores reales n-dimensionales como:

In : N.Vec(n,R)

mientras que las funciones cldsicas en las que el tipo del valor de retorno no
dependen del tipo del valor recibido se denotan como:

N—-R = TIIx:N.R

siguiendo el isomorfismo de Curry-Howard, los tipos IT nos son ttiles a la hora
de modelar la implicacién y la cuantificacion universal, por ejemplo, un término
de tipo:

IIm:N.IIn:N.m+n=n+m

resulta ser una funcién que dados dos nimeros naturales cualesquiera, retorna
una prueba de que la suma para ese par de nimeros resulta conmutativa. También
se lo emplea para definir la cuantificacién universal:

Vx:AP = TIIx:P.Q(x)

"Los familiarizados con Haskell pueden reconocer este tipo como ()
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y la cuantificacién universal, que cuando Q(x) resulta ser el mismo tipo para
cualquier valor x de A, queda definida como:

P=0 = Ix:P.Q(x)

Tipos X Estos tipos generalizan el producto cartesiano para modelar pares en donde la
segunda componente depende de la primera. Por ejemplo el tipo:

Yn: N.Vec(n,R)

denota el tipo de los pares en donde la primer componente es un nimero na-
tural y la segunda componente es un vector de valores reales cuya longitud es
igual al primer elemento del par. El producto cartesiano tradicional se obtiene
cuando la segunda componente no depende en nada de la primera. Del mismo
modo, se emplean los tipos X para denotar el concepto de unién disjunta y bajo
el isomorfismo de Curry-Howard resulta factible modelar la conjuncion:

AANB = AxB = Xx:A.B(x)

cuando B(x) resulta ser el mismo objeto para todo elemento x que vive en A, y la
cuantificacion existencial de la forma:

AP = Zx:A.P(x)

Unioén disjunta Si A y B son dos tipos, entonces la unién disjunta denotada por A + B
también es un tipo. Este resulta ser el tipo de objetos de la forma i (a), donde a
es de tipo A o j(b), donde b es de tipo B e i, j denotan las inyecciones candni-
cas. Trasladdndonos al isomorfismo, cuando A y B representan férmulas légicas,
tenemos que:

AVB = A+B

Tipos inductives Uno de los ejemplos cldsicos de tipos inductivos es el de los nimeros
naturales N. Este tipo es generado por los constructores:

0 : N
succ : N—N

al trabajar con la idea de que las proposiciones pueden ser consideradas tipos,
resultard interesante contar con la recursién primitiva y la induccién, donde una
prueba inductiva serd un termino de tipo:

P(0) — (ITIn: N.P(n) — P(succ n)) — In : N.P(n)

Los tipos inductivos nos permitirdn definir relaciones inductivas entre proposi-
ciones. Es decir, por ejemplo, podemos definir:

Even : Iln:N.S~

utilizando:

evgp = Even0
evs In : N.Even n — Even (succ(succ n))
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Resumiendo, hasta aqui hemos visto, por un lado, las analogias que establece el iso-
morfismo de Curry-Howard. Luego vimos que las construcciones mds frecuentes de la
l16gica de predicados pueden ser representadas a partir de tipos dependientes. Al mismo
tiempo dimos a entender que los sistemas de tipos puros que habiamos definido en el
capitulo anterior permitian un cierto grado de interdependencia entre términos y tipos,
y que los mismos nos brindarian la gran expresividad que requeriamos para sacarle el
maximo provecho a los conceptos aportados por la teoria de tipos intuicionista. Ahora
s6lo nos resta establecer cual serd el aporte concreto que efectuardn los P7S y es de
este tema que nos encargaremos a partir de este punto.

3.3 El aporte de los PTS

Para entender ya definitivamente el aporte que efectian los sistemas de tipos puros
comenzaremos por introducir algunos sistemas l6gicos que no hemos dado hasta ahora.
No los definiremos formalmente, sino que s6lo los mencionaremos y explicaremos
como éstos se relacionan con la nocién de sistemas de tipos puros. Esto nos mostrard
de qué manera enunciados 16gicos pueden ser mapeados a estructuras de PTS y luego
emplear nuestro prototipo de herramienta para lograr una prueba de las mismas.

3.3.1 Conectando sistemas de tipos con sistemas logicos

Para comenzar, introduciremos ocho sistemas 16gicos que forman parte de la teoria
intuicionista. Cuatro de ellos se corresponden a la 16gica proposicional y los otro cuatro
a la 16gica de predicado. Estos son:

PROP Légica proposicional.

PROP2  Légica proposicional de segundo orden.

PROPw  Légica proposicional débil de alto orden.

PROP®  Légica proposicional de alto orden.

PRED Légica de predicados.

PRED2  Légica de predicados de segundo orden.

PREDw Légica de predicados débil de alto orden.

PRED®w Légica de predicados de alto orden.

Estamos asumiendo que todos éstos sistemas son minimos en el sentido de que sélo
se encuentran definidos por operadores = y V. Aun asi, para los sistemas de segundo
y alto orden los operadores —, A, V, 3 e incluso la equivalencia de Leibniz’s pueden
definirse en funcién de esos dos operadores minimos como se detalla en [Bar92]. Los
sistemas PROP® y PREP® cuentan con variables para proposiciones y predicados
de alto orden respectivamente, pero no se pueden efectuar cuantificacion sobre éstas.
Siguiendo esta definicion, si relacionamos a estos ocho sistemas 16gicos a través de
la relacién de inclusion, podemos representarlo a través de un cubo, al que se suele
denominar cubo ldgico, tal y como se puede apreciar en la figura 3.3.1.

Si observamos la representacion gréfica del sistema A —cubo obtenida en la figura
2.5, notaremos que éste mantiene una correspondencia muy cercana con el cubo con-
formado por sistemas 16gicos dado en la figura 3.3.1. Cada sistema L; que ocupa
un vértice del cubo légico se corresponde con el sistema A; del A —cubo. Esta nueva
representacion grafica nos da una idea visual de como se puede llegar a representar el
concepto de proposiciones como tipos. A partir de la idea propuesta por el cubo ldgico,
Berardi [Ber90] observé que los ocho sistemas 16gicos que lo componen podian ser
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PROPwO——PRE Dw

PROP2——PRED2
PROPw- | -PRED®

PROP——PRED

Figura 3.1: Representacién grafica del cubo logico

descriptos como PTS, de manera que la idea de las proposiciones como tipos se logra
expresar de una manera candnica.

Entonces, si establecemos el mapeo que nos lleve de sistemas 16gicos a sistemas de
tipos, estaremos en condiciones de representar formulas 16gicas del sistema L; a través
de un tipo en el sistema A;, siendo dicha funcién transformadora la que nos define la
idea de proposiciones como tipos. De manera andloga a lo que comentamos al intro-
ducir la nocién del isomorfismo de Curry-Howard en la seccion 3.1.2, si llamamos
fi—1 ala funcién que nos lleva de sistemas 16gicos a sistemas de tipos resulta cierto
para sistemas como los definidos en el cubo l6gico® que si una férmula A es demostra-
ble en el sistema L;, entonces el tipo f;_.7(L;) se encuentra habitado. Mads atn, un
término que habita dicho tipo puede ser hallado de manera candnica a partir de una
prueba de A, por lo que diferentes pruebas de A se interpretan como distintos términos
del tipo f1—1 (L,').

Desde que se defini6 esta correspondencia para los sistemas del cubo légico, se
ha logrado demostrar que muchos otros sistemas satisfacen esta misma propiedad, tal
y como se detalla en [MLS84], [Ste72] y [Luo90]. Asi mismo, en la seccién 3.1.2
afirmabamos que si un tipo se encontraba habitado, entonces la férmula 16gica que
se encuentra representada por dicho tipo también resultaba demostrable. En lo que a
sistemas del cubo l6gico respecta, esta afirmacion también se satisface, tal y como se
demuestra en [Mar] y [Ber90] para el sistema PRED y en [Geu89] para el sistema
PRED®.

No enunciaremos una prueba formal, pero si daremos una idea de como éstos sis-
temas logicos pueden llegar a ser expresados a través de los PTS. Para ello, lo primero
que deberemos hacer es definir los sorts que emplearemos en la especificacion de los
PTS. Estos son:

e ' representard a los conjuntos.

e 7 representard a las proposiciones, de manera que las féormulas 16gicas serdn
elementos de .

2Una prueba de ello puede encontrarse en [Geu93]
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e «/ representars a las funciones de primer orden entre conjuntos de *s.
e [I¥ contiene a **.

e [1” contiene a .

Empleando ahora estos sorts podemos definir un sistema de tipos puro que re-
presente los predicados definibles en el sistema 16gico PRED. A este nuevo PTS le
daremos el nombre de APRED y su especificacion estard dada por:

S = ¥ 00500
A = {0, x,0r}
R {(*p7*p’*p)7 (*S’*p7*p)7 (*S7Dp7|:|p)’ (*S’*S’*f)7 (*S’*f7*f)}

Puede que no resulte evidente a primera vista, pero al especificar el sistema A PRED
de esta manera, estamos simulando la l6gica del sistema PRED. Siguiendo los linea-
mientos del mapeo de expresiones logicas a tipos dependientes que dimos en la seccién
3.2.1, tenemos por ejemplo:

e Laregla de (%P, %P xP) nos permite construir la implicacién entre dos férmulas.
Es decir, dadas las proposiciones @,y : %”, tenemos que:

(0—y) = (Ix:@.y):+

e Laregla de (**,x”,%”) nos permite definir la cuantificacién sobre conjuntos. Si
A :+% esun conjunto y @ : %” es una proposicion, tenemos que:

(Vx:A.0) = (IIx:A.9):%

e La regla de (¥*,(07,[0P) nos permite la construccién de predicados de primer
orden. Es decir, si A : ** es un conjunto, podemos definir:

(A—-+) = (IIx:A.xP): 0%

y por lo tanto, si P : A — *” es el nuevo constructor de predicados del tipo que
acabamos de definir arriba y @ es un elemento de A, entonces tenemos que la
aplicacién de los mismos genera una nueva proposicion, es decir que:

Pa: «"

e Lareglade (x°,%°,+/) nos permite la formacién de funciones entre los conjuntos
que viven en x°. Dicho de otro modo, si A, B : ** son dos conjuntos, entonces:

(A—B) : *
e La regla de (x*,%/,+/) es la que nos permite la construccién de funciones cu-

rrificadas que reciben como argumento conjuntos. Esto es, si A;,A;, Ay 1 %%,y
f:Aj; — Ag yaes una funcién, tenemos que:

(Ai— (Aj —Ay) = (Tx:A; f)
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Ejemplo 3.3 (especificacion de sistema logicos como PTS):
Asi como definimos el sistema PRED como un PTS, resulta posible también razonar

de manera andloga para el resto de los sistemas que conforman el cubo légico. Estos
son:

La 16gica de proposiciones se encuentra representada por el PTS A PROP:

— .0
(2,00}
= ()

S
A
R

La l6gica proposicional de segundo orden se representa a través del sistema A PROP2:

s = {0}
A = {(*pvlzlp}
R = {(*pv*pv*p)a (Dp’*p’*[?)}

La 16gica proposicional débil de alto orden se identifica con el sistema A PROP®:

S - {*IJ’DI’}
A = {(,0Or}
R = {(x P xP), (OP,000,07)}

La I6gica proposicional de alto orden estd dada por el PTS A PROP®:

= [x,07)
{GP, 0P}
= {(xP, 42, %P), (OP,%P,P), (OP,00P,007)}

S
A
R

Lal6gica de predicados de segundo orden puede representarse con el sistema A PRED2:

= [P/ 00,00}

{6,0), (7,07}

{(*%P,+P *P), (x5,xP xP), (5,007, 0P),
(*S,*“,*f), (*S,*f,*f), (OP, %P xP)}

S
A
R

La 16gica de predicados débil de alto orden estd dada por APRED®:

S = {xxP S0, 0P)
A = {0, *,0r}
R = {(*pv*p,*p)’ (*s’*p’*p)7 (*Svljpaljp)a
(%*,%5, ), (x5, +0), (TP, 0P, 00P)}

Lalégica de predicados de alto orden finalmente se identifica por el sistema A PRED®:

S = {xxr 0000

A = {09, (x,0r}

R {(*P, %P xP), (x5, %P *P), (¥*,0°,00P),

(%5,x5, ), (x5, %), (Op,0p,0P), (+*,0°,0°)}
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Todos éstos sistemas, ademds del A PRED que ya habfamos enunciado, forman lo
que se conoce como el L-cubo, que resulta ser una estructura idéntica al cubo ldgico,
con la salvedad de que para cada vértice de éste tltimo, el sistema 16gico L; se reem-
plaza por el sistema A L;. *

Antes de dar a conocer los sistemas de tipos del ejemplo anterior, habiamos dicho
que cada sistema del cubo l6gico se correspondia con un sistema del A —cubo. No obs-
tante hemos empleado sistemas de PTS en los que ocurren sorts que hasta entonces no
habfamos empleado (como el x”, por ejemplo), de modo que claramente estos nuevos
sistemas de tipos contienen mds informacion que los pertenecientes al A —cubo original
definido en la seccién 2.2. De todas formas se puede demostrar, para los sistemas 16gi-
cos del cubo l6gico al menos, que empleando un mapeo que va de {x*, 7, x/, ¥, 0P}
en {x, O} dado por:

**
*P
~
DS
mZ

111711

OO * * *

los resultados y propiedades sobre los tipos de los sistemas se conservan, aunque clara-
mente en el proceso estamos descartando parte de la informacién que contenian los
sorts originales.

3.3.2 Construyendo tipos y definiendo operadores con los PTS

Cuando enunciamos la semantica de Heyting en la seccién 3.1.1 dijimos que los conec-
tores 16gicos como la implicacion, conjuncién, disyuncion y cuantificadores entre otros
eran representados a través de estructuras de datos como los pares y la unidén disjunta.
Mais tarde, cuando introdujimos la nocién de tipos dependientes en la seccién 3.2.1,
observamos que algunos de ellos podian ser empleados para definir no sélo a estos
operadores 16gicos, sino ademds algunos tipos simples como por ejemplo el producto
cartesiano.

Es de esperarse entonces que, dado el hecho de que los sistemas que conforman
el cubo logico tiene su representacion como PTS, exista una manera de definir dichos
tipos dependientes en cada uno de los componentes de L-cubo y de esa manera con-
tar con un mecanismo para construir expresiones 16gicas mas complejas. En la seccién
3.3.1 ya vimos como algunas de las reglas que definimos para el sistema PRE D nos per-
mitia modelar algunas particularidades del sistema. Lo que haremos ahora es dar una
breve idea de como se pueden llegar a construir tipos simples para la légica proposi-
cional de segundo orden, es decir, para PROP2, empleando A2 en su versién como PTS
(tal y como fue definida en el ejemplo 2.16 del capitulo anterior). Algunos de los tipos
definibles en este sistema son:

Booleanos Definimos el tipo Bool por:
IX: x.X—-X—-X
donde:

True = AX:*x.Ax:X.Ay:X.x
False = AX:x.Ax:X.Ay:X.y
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mds adn, si u,v: U yt: Bool el condicional if puede describirse como:
ifuvt = tUuv

y resulta facilmente demostrable, por ejemplo que:

ifuvTrue = (AX:x.Ax:X.Ay:X.x)Uuv
~ (xU?»y U.x)uv
~ (y -u)v
[a g

Producto Definimos el producto cartesiano de elementos U y V por:
UxV = IX:x.(U—-V—-X)—X
dondesiu:U yv:V,tenemos que:
(u,v) = AX:xAx:(U—-V —=X).xuv
ysit: U x V, las proyecciones se encuentran definidas como:
't =1UAx:U.Ly:V.x) t =1V (Ax:U.Ay:V.y)

y trivialmente se puede corroborar ésto. Por ejemplo, suu: U y v:V, tenemos

que:
' uy) = AX:xAx:(U—V—=X).xuv)U Ax:U.Ay:V.x)
~ (Ax:U—-V—->U.xuv) (Ax:U.ry:V .x)
~ (Ax:U.Ay:V.x)uv
~ (Ay:V.u)v
~ u

cuando dimos la semdntica de Heyting, comentamos que la conjuncién podia
expresarse como un producto cartesiano. De ese modo, bajo el sistema PROP2
del L-cubo asumiendo que A y B son proposiciones (esto es A,B : x”) podemos
definir esta operacién como:

ANB = 1IIy:«» . (A—B—vYy)—y

Tipo vacio Podemos definir el tipo vacio como:

Empty = TIX:x. X

donde:
eyt=tU

mds aun, podemos emplear este tipo para definir el operador 1 como:

1L = Tp:+".B
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Tipo suma El tipo suma nos permite definir la unién disjunta. Esto es, si U,V son
tipos, definimos:

U+V = IIX:%x.(U—-X)—(V-oX)—X

y para construir elementos de este tipo, si suponemos que # : U y v : V, definimos
1" u y1? v de tipo U +V como:

AX :xAx:(U—X).Ay:(V—=X).xu
AX :xAx:(U—=X).Ay:(V—=X).yv

12y

Empleando esta nocion de unién disjunta sobre el sistema PROP2, resulta factible
definir el operador 16gico V sobre dos proposiciones A,B : *” como:

AVB = IIy:«".(A—=7y)—> (B—Yy)—Y

Tipo existencial SiV es un tipo y X es una variable de tipo, entonces podemos definir
los tipos X como:

XV = Mr:+.(IIX:%x.V—>Y)—>Y

por lo que si U es un tipo y v es un término de tipo V[U /X], entonces definimos
a (U,v) de tipo £X.V por:

Uy) = AY:x.Ax:(Ix:X.V—oY).xUv

Notese que estamos expresando la misma idea que denota el operador logico 3,
ya que el término (U, v) primero recibe el tipo del valor de retorno, tras lo cual
toma como argumento una funcién que toma un tipo (el tipo del cual puede de-
pender la segunda componente V, motivo por el cual afirmamos que v: V[U /X],
es decir, las ocurrencias de X en el tipo V pasan a quedar fijadas por el argumento
de la funcién x) y retorna una funcién que al ser aplicada a un término de tipo
V(con las ocurrencias del tipo X sustituidas por el tipo U) devuelve un elemento
que se corresponde con el tipo que habfamos tomado en primer lugar.

Debido a ello, asumiendo que A : xp y S : +°, resulta factible definir la cuantifi-
cacién existencial bajo el sistema PROP2 como:

r:s.A = Iy: . (Mx:S.(A—y))—7

Aqui s6lo dimos una breve resefia de la manera en que se pueden definir los tipos
necesarios para expresar algunas de las construcciones légicas mas usualmente em-
pleadas en razonamientos de la 16gica proposicional. De todas maneras, el poder de
expresividad de los sistemas de tipos va un poco mas alld y resulta posible definir otros
tipos simples que, si bien no son fundamentales en la formacién de conectores 16gi-
cos resultan de gran utilidad a la hora de trabajar con sistemas basados en el cdlculo
lambda.

Ejemplo 3.4 (tipos inductivos en el sistema 12):
Algunos de los tipos inductivos mds comtinmente empleados son:
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e [os nimeros enteros pueden ser definidos como:
Int = IIX:xX—>X—-X)—X
y tomando las funciones bésicas:

0 : X
S : X=X

podemos representar nimeros enteros como por ejemplo:

AX:x Ax: X Ay: (X —X).x
= AX:x.Ax:X.Ay: (X —=X).y(y(yx))

w| S|
\

e El tipo lista de elementos de tipo U puede definirse como:
ListU = IIX:xX—->U—-X—-X)—X

contando con dos funciones, una que representa la lista vacia y otra que dado un
elemento y una lista construye una nueva lista anexando dicho elemento al inicio
de lista recibida, podemos definir:

nil = AX:%.Ax:X.Ay:(U—-X—X).x
consul = AX:*xAx:X.Ay:(U—-X—-X).yu(lXxy)
de manera que la lista [xq, ... ,x,] se representa como:

AX ixAx: X Ay:(U—=X—-X).yx1 (yx2...(0 xp x)...)

e El tipo de los arboles binarios se puede especificar como:
Bintree = IIX:*.X—>X—->X—-X)—X

donde si pensamos que contamos con una funcién que construye arboles vacios
y otra que dados dos arboles construye uno nuevo, podemos definir:

empty = AX:x.Ax:X.Ay:(X—>X—>X).x
joinuv = AX:*xAx: X Ay:(X—=>X—-X).yuXxy) vXxy) «

Para el caso particular que acabamos de ver, el sistema que define tipos para A2
se conoce con el nombre de Sistema F [Gir71]. De manera andloga, existen sistemas
similares para otros de los sistemas que componen el A —cubo, como lo son:

e Para A — tenemos el sistema de términos A.*

e Para A P contamos con los sistemas AUT-QE y LF

e Para A ® se encuentra definido el sistema POLYREC
e Para Ao existe el sistema F®

Para A C el sistema relacionado a éste es el CC
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3.3 EL APORTE DE LOS PTS Construyendo tipos y definiendo operadores con los PTS

Si el lector se encuentra interesado en efectuar un estudio mas detallado de alguno
de éstos sistemas, puede consultar las referencias citadas para cada sistema de tipos del
capitulo 2. Con ésto ya damos por cerrado el estudio de las bases formales sobre las
cuales se sustenta nuestro prototipo de herramientas. Resulta cierto que en la mayoria
de los temas analizados en los tltimos dos capitulos no efectuamos un anélisis formal y
detallado de los mismos, pero nuestra intencién es simplemente la de brindar una mera
nocion de todos los conceptos que emplearemos de aqui en adelante y como éstos se
relacionan entre si. Ahora que ya hemos expuesto una idea general del drea en la que
se enmarca nuestro desarrollo, estamos en condiciones de avanzar en el estudio de la
aplicacién desarrollada, tema que abarcara nuestros préximos dos capitulos.
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Capitulo

Hacia un asistente

En este capitulo nos ocuparemos de definir los componentes y algoritmos que rigen
el comportamiento del asistente que se ha implementado. Para lograr dicho cometido,
primero comenzaremos por construir los componentes basicos que conforman la 16gi-
ca empleada en la herramienta. Esto incluye estructuras tales como las expresiones,
contextos y juicios, las cuales mantienen una estrecha relacién con las definiciones y
resultados obtenidos en los capitulos 2y 3.

Una vez que hayamos establecido los bloques principales, estaremos en condi-
ciones de definir estructuras mds complejas como lo son las derivaciones y procedi-
mientos como el de generacién de variables e incdgnitas, para luego avanzar sobre
la 16gica del comportamiento del asistente que abarca temas como la eliminacién de
juicios o la generacién y manejo de restricciones sobre pruebas.

Durante este capitulo, nuestro objetivo es el de dejar en claro los conceptos y es-
tructuras que manipula nuestro prototipo de asistente. Si bien la implementacién de la
herramienta sigue los lineamientos de las ideas que daremos a continuacidn, el lector
no deberfa esperar encontrar cédigo de nuestra implementacion en éste capitulo, sino
mas bien las ideas que condujeron al desarrollo del mismo.

Un punto que vale la pena destacar es que la mayor parte del tiempo estaremos
manipulando expresiones incompletas. Es decir, si nuestro trabajo se limitase sélo a
un problema de type checking, por ejemplo, no tendriamos mds que verificar que las
reglas de tipado estdn correctamente aplicadas a expresiones completas. Pero como
nos enfrentamos a la tarea de construir derivaciones al mismo tiempo que verificamos
su consistencia, la mayor parte del tiempo estaremos intentando verificar la correccién
de derivaciones incompletas, de modo que debemos tener en cuenta este inconveniente
a medida que definimos los componentes que conformardn nuestra aplicacion.

Ejemplo 4.1 (derivaciones incompletas):

e En el sistema A —, si intentaramos verificar si el tipo de la identidad o0 — o se
encuentra habitado, resultaria 16gico pensar que podemos encontrar un elemento
de dicho tipo si empleamos la regla de abstraction, de modo que en un primer
paso en la bisqueda de nuestra derivacién nos encontraremos con algo similar a:

[k x:0] F? @ a [:x] Foa—o 2
k] FAx:a.? : 0 —a

(AD)
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4.1 ESPECIFICANDO LOS PTS

y aunque atn no hemos determinado que valores tomardn ?; y ?;, podemos estar
seguros que 7, debe ser un sort.

e Algo mas radical podria ocurrir si nos embarcamos en la tarea de encontrar un
término de tipo * bajo el sistema de tipos A®. Si pensamos que podemos llegar
a encontrar dicho término empleando la regla de Product, nos darfamos con que
en un primer momento la derivacién que estamos construyendo seria similar a:

[] }—?1 273 [x:?ﬂ |—?2 274
H H Hx:?1.72 Lk

(Pr)

donde més tarde deberemos verificar que ?3 y 24 son sorts y que ademas (73,24, %)
es una regla vélida en A . *

4.1 Especificando los PTS

Lo primero que haremos serd dejar en claro la nocién de PTS que manejaremos en
nuestra herramienta, la cual no variard demasiado de la dada en la seccién 2.3.2. Pero
antes de dar la definicién de lo que consideraremos una especificacién de PTS, debemos
introducir una constante que nos serd de gran utilidad méas adelante.

Definicion 4.1 (anysort).
Definimos un nuevo simbolo, ¢, para denotar a una constante especial que denominare-
mos anysort. Dado un conjunto de constantes C, definimos C, = CU {0} T

Definicion 4.2 (igualdad de anysorts).
Dado un conjunto de constantes C, definimos la relacién de equivalencia =, sobre
C, x C, por:

Cl =¢C) & c1=cpVci=0oVecp=9 T

Notacién 4.1:

Emplearemos el subindice A para denotar elementos referidos al dmbito de nuestro
asistente, para asi poder compararlos y al mismo tiempo diferenciarlos de las defini-
ciones que dimos para los PTS. A modo de ejemplo, las expresiones de los PTS las
denotdbamos por E, mientras que las definidas para nuestro prototipo de asistente serdn
Ey. &

Definicion 4.3 (especificacion de un PTS).
Una especificacion de un Sistema de Tipos Puros es una tupla (S4,A4,R4) donde:

e S4 es un subconjunto no vacio del conjunto de constantes C, tal que ¢ ¢ S4. A
los elementos de este conjunto los denominaremos sorts.
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4.1 ESPECIFICANDO LOS PTS

e A, es un subconjunto no vacio de S4 X S4, a cuyos elementos llamaremos axio-
mas.

e R, es un subconjunto no vacio de Sy X Sq X S4, a cuyos elementos llamaremos
reglas. T

Notacion 4.2:
e Dados los conjuntos S4, A4 y R4, a menudo denotaremos la especificacion (Sa,Aa, Ra)
por Ag,a,R,

e A los elementos de S4 los denotaremos por s, 57,52, . ..
e A los elementos de A4 los denotaremos por a,ay,as, ...

e A los elementos de R4 los denotaremos por r, 71,73, . .. &

Cuando avancemos en el estudio de las estructuras que manipula nuestra herramien-
tas, estaremos interesados en consultar periédicamente si un sort, axioma o regla
pertenece o no a la especificaciéon de un PTS dado. Claro que como nos encon-
traremos manipulando expresiones parcialmente construidas, muy frecuentemente los
sorts, axiomas o reglas por los que consultaremos no se encontraran completamente
definidos. Por tal motivo, resulta de interés dejar en claro cuando consideraremos que
un sort, axioma o regla pertenece (o puede pertenecer) a la especificacién de un PTS.

Definicion 4.4 (cg, €4, €R).
e Definimos la relacién €g sobre C, X (Sa,A4,R4) por:

¢ €s (Sa,Aa,Ry) <& €S8y

e Definimos la relacién €4 sobre (C,,,C,) X (Sa,Aa,R4) por:

- (0,0) €4 (Sa,An,RA),VSA,Ap,RA.
C,O) €A (SA,AA,RA) & dse Satal que (C7S) € Aa.
o,¢) €4 (Sa,Aa,R4) & s Sstalque (s,¢) € Ag.

c1,¢2) €a (Sa,Aa,Ra) & (c1,02) € Aa.

o~ o~ o~ o~

donde {c,c1,c2} N {0} =@.

e Definimos la relacién €g sobre (Co,Co,Cs) X (Sa,As,Ra) por:

(
©,0,0) ER (Sa,An,RA), VSa,As,RA.
Sa,Aa,Ra)
Sa,Aa,Ra)

Sa,Aa,Ry) & sy, s € Sy tales que (s1,52,¢) € Ry.

c,o ) €ER
7C7<>) €R
) €r

< dsy,s5 € Sy tales que (¢, s1,52) € Ra.
< dsy,sn € Sy tales que (s1,¢,52) € Ra4.

~—~ o~~~

cy, C2,<>) €r (S4,Ax,Ry) < IS4 € stales que (c1,¢2,8) € Ra.
€1,0,¢2) €R (Sa,Aa,Ra) & IS4 € stales que (¢1,5,¢2) € Ra.
)

©,C1,C2) €R (SA,AA,RA) &3S, € stales que (s,¢1,¢2) € Ra.

(o,
(c,
(o
- (o,0,c
(
(
(

55



4.2 EXPRESIONES Y CONTEXTOS

- (c1,¢2,¢3) €r (Sa,A4,R4) & (c1,¢2,¢3) €Ra.

donde {c,cq,c2,c3} N {o} =@. T

Ademads de indagar si un axioma o regla parcialmente formada se encuentra definida
0 no en una especificacion de PTS, también estaremos interesados en determinar cuando
una especificacion se encuentra contenida dentro de otra. Para ello encontramos con-
veniente dar la siguiente definicion.

Definicion 4.5 (inclusion de especificaciones de PTS).
Definimos la inclusién de especificaciones de PTS como la relaciéon Cprg definida
sobre (Sa,A4,R4) X (Sa,A4,Ra) tal que:

(SJDAJMRJA) Cprs (SEDAZUR%&)

siy sélo si
VseSl,acA\,reR, scSiNacAi AreR; ¥

Con ésto ya nos alcanza para trabajar con las especificaciones de PTS que ma-
nipulamos en nuestro prototipo de herramienta, de modo que ya nos encontramos en
condiciones de comenzar a definir los componentes basicos que conformaran la base
de nuestra aplicacién.

4.2 Expresiones y contextos

En ésta seccién nos abocaremos al estudio de los componentes bésicos que conforman
nuestro sistema y sobre los cuales se sustenta toda la l6gica y algoritmos que expon-
dremos mds adelante. esto incluye fijar ideas sobre lo que consideraremos una variable,
una expresion, un contexto y los distintos tipos de sustituciones con que trabajaremos.

4.2.1 Expresiones

Antes de dar a conocer nuestra definicién de lo que consideraremos una expresién
vdlida en nuestra herramienta, debemos fijar algunas ideas sobre elementos atin mas
simples, que serdn empleados en futuras definiciones. Comenzaremos por dar una idea
de lo que nosotros llamaremos, a partir de este momento, identificadores. Los identi-
ficadores seran las construcciones mas pequefias con que trabajaremos y nos permiten
asignar un nombre a un valor dado. Nosotros consideraremos dos clases distintas de
identificadores.

Definicion 4.6 (variables).

Definimos el conjunto de identificadores creados por el usuario por Iy. Ademds, defi-

nimos un nuevo conjunto de identificadores /g, tales que Iy NIg = &. Diremos que los

elementos de I son identificadores generados de manera automética por el sistema.
Definimos el conjunto de variables V4 = Iy U lg. T
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4.2 EXPRESIONES Y CONTEXTOS

Expresiones

Noétese que al pedir que Iy y I sean disjuntos, nos estamos asegurando que los
identificadores que requiera generar el sistema no ocurrirdn en la derivacion sobre la
cual se estd trabajando, ya que por un lado la herramienta puede conocer los identifi-
cadores que ya ha generado y por otro lado ninguno de los que genere coincidird con
uno definido por el usuario.

Ahora que ya contamos con una nocién de lo que llamaremos identificadores y va-
riables, nuestro siguiente paso serd brindar una idea de lo que llamaremos expresiones.
Una de las diferencias respecto a la definicién 2.28 de expresiones para PTS que dimos
en el capitulo 2, resulta en el hecho de que la definicién de entonces nos resultaba util
para definir expresiones completas. Pero como establecimos al iniciar este capitulo, en
todo instante estaremos usando expresiones incompletas y necesitaremos reflejar esto
al dar nuestra definicién de expresiones.

Definicion 4.7 (expresiones).
El conjunto de expresiones E,4 se construye a partir de la siguiente gramatica:

Ef =V, | Sa | Eq Ey | AVa:Ej.Ey | IV, : Eq . E4 |?,'HEA/VAH

donde el subindice i nos permite identificar cada una de las incégnitas, de modo que
pedimos que i € N. Ademads [[EA / VAH denota una lista de sustituciones de variables
por expresiones, de la forma:

[[EA}/XL 7EAr111/xr111]7'~~a[EArln/x’lnv 7EA?m/xlrﬁlﬂmH T

Como se puede apreciar, la Unica diferencia que presenta esta nueva definicién
respecto a la 2.28, resulta en la aparicién de una nueva clase de expresiones, las de la
forma ?; [[EA / VAH . Llamaremos a éstas expresiones incognitas y seran las encargadas
de denotar aquellos sectores de nuestras pruebas que ain no han sido completamente
definidos.

Ejemplo 4.2 (unknown):
Si empleando la especificaciéon de PTS del sistema A — estuviéramos interesados en
buscar un termino de tipo ILx : & . &, en un primer momento s6lo contarfamos con el
juicio:

o:x E[] koo *

Viendo el ejemplo anterior, luego de analizar la situacién, puede que deduzcamos
que la incégnita puede ser suplantada por una abstraccién y a partir de alli continuar
con el resto de la prueba. De todas maneras, debido a la naturaleza del problema para
el cual fue pensada la herramienta, en la mayoria de los casos a priori en primeros
estadios del desarrollo de la prueba, varias de las expresiones involucradas resultaran
desconocidas para el usuario, de alli parte nuestra necesidad de definir las incdgnitas.

Otro aspecto a destacar es la presencia de la lista que acompafia a las incdégnitas.
Estas en realidad no son mds que un simple mecanismo que le permite a las incégnitas
recordar cualquier sustitucién de variable que se haya efectuado en el dmbito en el
cual se encuentra. Puede que la necesidad de dicho artilugio no resulte claro en estos
momentos, sin embargo su necesidad se hara evidente cuando definamos la sustitucién
de expresiones un poco mds adelante.
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4.2 EXPRESIONES Y CONTEXTOS

Expresiones

Notacion 4.3:

Emplearemos letras mindsculas (b, c...) para denotar elementos de V, y letras mayus-
culas (A,B,...) para detonar elementos de E4. De todas maneras, como ya dijimos,
reservaremos las letras s, a y r para denotar elementos de Sy, A4 y R4 respectiva-
mente. ¢

Notacion 4.4: .
A menudo emplearemos la letra 8 para denotar una sustitucién y con & denotaremos
una lista de sustituciones. &

También estamos interesados en contar con algunas operaciones que nos permitan
manipular nuestras expresiones, y algunos de los conceptos que se tornardn recurrentes
de aqui en adelante son los de variables libres y ligadas para una expresion de Ej4.

Definicion 4.8 (variables libres de expresiones).
Definimos la funcién que retorna las variables libres de una expresiéon como:

FV : Ex — 2(Vy)

la cual queda determinada por:

Fv(v) = {v}
FV(s) = @
FV(MN) = FV(M)UFV(N)
FV(Av:M.N) = FV(M)U(FV(N)—{v})
FV(IIlv:M.N) = FV(M)U(FV(N)—{v})
dondei e N,veVy,s€Ss, M,N € E4. T

Como una incégnita es un término que eventualmente va a definirse, por la forma
de la definicion de variables libres, puede deducirse que cuando una variable ocurre
libre en un término con incdgnitas, las mismas serdn libres en el término cualquiera
sea la eventual definicién de sus incégnitas. Serd conveniente entonces extender la
notacién de FV de modo que:

FV(%4[3]) = @

Esto nos permitird seguir expresando que, por ejemplo, v € FV (v % [g } ). Pero esta
notacién no significa efectivamente que se sepa cuales son todas las variables libres
de un término con incégnitas. S6lo sabemos que son al menos las retornadas por la
aplicacién de la funcién FV.

De manera andloga podemos definir una funcién que nos retorne las incégnitas que
se encuentran presente en un elemento de Ejy4.
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4.2 EXPRESIONES Y CONTEXTOS Expresiones

Definicion 4.9 (incognitas en expresiones).
Definimos la funcién que retorna las incdgnitas presentes en una expresién como:

UK : EA — c@(EA)
la cual, asumiendo que:
subs = (M} [V, MY VA L M VR M V]

queda determinada por:

UK(v) = o
UK(s) = @
UK(MN) = UK(M)UUK(N)
UK(Av:M.N) = UK(M)UUK(N)
UK(HV M.N) = UKM)UUK(N )
(7 [subs]) {%[subs] U (U U, UK(MY)) ¥

Esta funcién también nos permitird determinar cudndo una expresion M se encuen-
tra completamente definida, lo que ocurrird cuando UK (M) = .

También estaremos interesados en computar una expresién lambda. Esto es, inten-
tar reducir la misma a una forma normal, digamos su Weak Head Normal Form.

Definicion 4.10 (weak head normal form).

Sean A, E y E’ expresiones lambdas. Una expresion de la forma (Ax: A.E) E' es
llamada un redex. Intuitivamente representa la aplicacién de una funcién Ax:A.E
sobre el argumento E’, lo que nos da la expresion E, donde las ocurrencias libres de x
son sustituidas por E’.

Decimos que una expresién lambda se encuentra en su Head Normal Form si la
misma no es ni un redex ni una abstraccién lambda que contiene en su cuerpo una
expresion reducible.

Decimos que una expresion lambda se encuentra en su Weak Head Normal Form si
ésta se encuentra en su Head Normal Form o bien se trata de una abstracciéon lambda.
Es decir, que en si misma no se trata de un redex. T

Al computar una expresion no estamos interesados en llegar a su forma candnica,
sino mas bien intentar reducir la misma de manera lazy. Esto es, s6lo estaremos in-
teresados en evaluar la expresion sin preocuparnos por las subexpresiones de las que
podria ésta estar formada.

Definicion 4.11 (ejecucion de expresiones).
Denotamos la ejecucién de una expresion de E4 a través de la funcion --+, la cual lleva
elementos de E4 en E4 y se encuentra definida por:

FA s E'  cuandoF --» Ax:B.E A E[A/x] --» E’
GA cuandoF --» G A G no es una abstraccion
E --» [E encaso contrario t
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4.2 EXPRESIONES Y CONTEXTOS

Expresiones

De esta manera, ya estamos en condiciones de reducir expresiones cudndo asi lo re-
quiramos. Otro resultado sobre el cual estaremos particularmente interesados mas ade-
lante, serd en determinar cuando dos expresiones son o.-equivalentes o 3 -equivalentes.

Se suele denominar una o.-conversion (en simbolos —,) al renombre de una varia-
ble ligada en una abstracciéon lambda. De todas maneras, al efectuar una o.-conversion
debemos tener cuidado de no efectuar el renombre por una variable que ocurra en la
expresion capturada por la abstraccion, sin importar si ésta se encuentra libre o ligada.
Dicho de otro modo:

Ax:M.N —y Ay:M.N[y/x] dondey¢ FV(N)

Es necesario pedir que la variable por la cual esta renombrando no ocurra en la
expresion capturada porque de no ser asi, podrian obtenerse resultados dispares a los
esperados. Debido a este posible inconveniente, es que pediremos que la variable y sea
nueva, ya que si la expresiéon N contiene incégnitas, entonces no nos alcanza con pedir

quey ¢ FV(N).

Ejemplo 4.3 (0.-conversion):
Supongamos tener la expresion:
Ax:A.y

donde claramente tenemos que y € FV(y). Luego si aplicamos una a-conversién que
nos sustituya la variable ligada x por y (asumiendo que x e y tienen el mismo tipo),
obtendriamos la expresion:

Ay:A.y

la cual evidentemente no es equivalente a la expresién original, ya que la primera se
corresponde con la funcién constante que retorna siempre el valor y, miestras que en el
segundo caso tenemos la funcion de identidad para elementos de tipo A. *

Notacion 4.5:

Dadas dos expresiones Py Q, cuando Q se obtiene de P reemplazando una ocurrencia
de Ax:M.N por Ly : M .N[y/x], decimos que Q se obtiene por c.-conversién de P. En
simbolos:

P —4 O

Si Q se obtiene a partir de P aplicando 0 o mds o.-conversiones, diremos que:

P—)&Q &

Finalmente, diremos que dos expresiones M y N son o.-equivalentes, denotado por
M =4 N, cuando M —j N. Notemos que la relaciéon = es simétrica, de modo que
cuando digamos que M =, N, también estaremos diciendo que N =, M. Esta misma
nocién de a-equivalencia resulta necesaria en nuestra aplicacion, de manera que damos
la siguiente definicion:
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Expresiones

Definicion 4.12 (caracterizacion de o.-equivalencia para expresiones).

Para expresiones que contengan incdgnitas no podemos efectuar caracterizacion al-
guna de la relacién de a-equivalencia. Pero podemos observar que si las expresiones
involucradas no presentan incdgnitas, entonces podemos caracterizar la relacién =4 a
través de:

V =q V
S =q S

MN =4 M' N & M= M AN N=¢N
Ax:M.N =q Ay MM & M=q N A N|y/x|] =¢ N
x:M.N =q Ily:M' .M <& M =4 N A Ny/x] =¢ N’ ¥

De manera similar podemos definir la nocién de §-reduccién (—p). Esta consiste
en reducir un redex, obteniéndose como resultado la expresion capturada por la abs-
traccion, donde las ocurrencias libres de la variable capturada son sustituidas por la
expresion sobre la cual se encuentra aplicada la abstraccién. Dicho de otro modo:

(Ax:A.M)N —g MI[N/x]

Y tal y como ocurrié cuando definimos la o.-reduccion, si la expresion N se obtiene
por 0 o mas B-reducciones a partir de la expresién M, diremos que:

*

Ademds denotaremos por =g a la clausura simétrica, reflexiva y transitiva de la
relacion —p. La nocién de -equivalencia que emplearemos en nuestra herramienta
queda entonces dada por la siguiente definicion.

Definicion 4.13 (caracterizacion de 3 -equivalencia para expresiones).
Caracterizamos la relacién de B-equivalencia sobre expresiones de E4 de acuerdo a
las siguientes reglas. Cuando nos encontramos frente a un redex, la 3 -equivalencia se
encuentra dada por:

(Ax:M.N)E =g E' & N[E/x] = E'

mientras que cuando la expresién misma no es un redex, caracterizamos la § -equivalencia

por:

Ax:M.N =g Ay:M'.N' &

M =g M AN Nly/x] =g N'
MN =5 M'N' & M= N

A M/:B N’ +

Ahora que ya hemos definido las expresiones con las que trabajaremos en nuestra
herramienta junto a algunas de las operaciones mds comunes que emplearemos para
manipularlas, estamos en condiciones de proceder con el estudio de otro elemento
basico que formara parte de nuestras derivaciones. Nos estamos refiriendo a los con-
textos.
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4.2 EXPRESIONES Y CONTEXTOS Contextos

4.2.2 Contextos

Los contextos nos permiten establecer los supuestos que podemos considerar validos
al momento de chequear la correctitud de un juicio que forma parte de una derivacién.

Definicion 4.14 (contextos).
El conjunto C,4 de contextos es el conjunto de todas las listas de la forma:

[x1:E1,...,xn:En]

donde tenemos que
Ei,...,E, € Ey

Xy ooy Xy € Vy

Ademids pediremos que Vi, j tal que i # j se satisface que x; # x;. De acuerdo a lo
expuesto en el lema 2.1, diremos que un contexto [x; : E, ..., x, : E,] se encuentra
bien formado cuando:

Vv € FV(E;) : ve {xy,...,xi1}

Claro que si algtin E; contiene una incégnita, sélo estamos diciendo que las variables
libres de términos completos se encuentran previamente introducidas por el contexto.
Esto no impide que un contexto bien formado con incdgnitas pase a encontrarse mal
formado luego de efectuar la asignacién de un valor a una incégnita. T

Muy a menudo diremos que una variable pertenece o no al dominio de un contexto.
Por tal motivo, aunque resulte bastante intuitivo, damos la siguiente definicion.

Definicion 4.15 (dominio de contextos).

Dado el contexto I' = [x : Ej, ..., x, : E,] perteneciente a Cy4, definimos el dominio
del contexto I" como dom(I") = {x1,...,x,}

Ademas diremos que (x: E) € I'cuando 3i € {l1,...,n} : x=x; N\E=E; T

Diremos que un contexto I' = [x; : Ey, ..., x, : E,] se encuentra completamente
definido cuando se satisfaga que:

VE € {E,....E,} : UK(E)=o

Asi mismo, estaremos interesados en determinar cudndo un contexto se encuentra
contenido dentro de otro. Esto se debe a que si logramos demostrar algo en un con-
texto, entonces serd igualmente posible efectuar el mismo supuesto sobre un contexto
idéntico, pero que defina algunos elementos mds que el contexto original. En nuestra
definicién de inclusion de contextos somos un poco menos estrictos y no pedimos que
los elementos definidos en un contexto ocurran en el otro, sino que tan solo pedimos
que en el contexto mayor puedan hacerse las mismas deducciones que son posibles en
el contexto mds pequefio.
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Definicion 4.16 (inclusion de contextos).

Dados dos contextos I'=[x; : My, ..., x, : My yA=[y1 : Ny, ...,y : Nj], diremos que
el contexto I" se encuentra incluido en el contexto A, I' C A, si y sélo si se cumplen las
siguientes condiciones:

o k<]

OViE{L...,k}, HjE{l,...l}Ixi:yj/\Nj—)BMi T

Lema 4.1 (conservacion por inclusion de contextos):
Sean I'" y A dos contextos pertenecientes a C4. Si " C A, entonces se satisface que:

'EM:N = AFM:N ’'S

Prueba Supongamos que I y A son de la forma:

r :[xl ZA1,...7anAn]
A :b)l :Bla---aym:Bm]

Por la definicién de inclusion de contextos, como I' C A, sabemos que existen n supuestos
del contexto A de la forma y; : B; tales que:

Vie{l,...,n} :x;i=3 A gi_,EAi
Asumiendo que I' M : Ny aplicando el lema 2.4, si logramos verificar que A+ T,

entonces podemos deducir que A = M : N, que es lo que queremos.
Recordemos que verificar que A - I significa verificar que:

AF)C]ZAl

AFx, : A,
Pero ademas, el lema 2.5 nos dice que:
AF)C,’ZB‘,' A Ei—>EA,' = AF xi: A

Sabemos que Vi € {l,...,n} A F x; : B; por el lema 2.3. Pero ademds, por la
definicién de inclusién tenemos que B; —>E A;. Luego tenemos que:

Vie{l,...,nfAF x 1 A;
y . AT
y . AFM:N =

De esta manera damos por concluido nuestro andlisis sobre los contextos y las
operaciones que se encuentran definidas sobre éstos.
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4.2.3 Sustituciones

La nocién de sustitucién resulta bastante natural en el drea de trabajo del cdlculo
lambda. Muy a menudo se necesita reemplazar alguna variable por otra expresion y
es el mecanismo de sustitucidn el que hace posible llevar a cabo esta tarea. Nosotros
ya hemos hecho uso de la misma en capitulos anteriores sin haberla definido.

De hecho, en este mismo capitulo ya hemos introducido sustituciones en el mismo
momento en que definimos las incdgnitas. No obstante, no resulta del todo claro cudl
deberia ser el resultado de aplicar una sustitucién a una incdgnita o incluso si existe
alglin mecanismo para definir una expresion ain desconocida.

Para lograr ambos cometidos, lo que haremos ahora sera definir las dos clases de
sustituciones que manejaremos con nuestro asistente. La primera de ellas es la susti-
tucién tradicional, es decir, aquella en la que aplicada a una expresion, reemplazamos
todas las ocurrencias libres de ésta por alguna otra expresion. Diremos que éstas efec-
tdan el reemplazo de identificadores.

Definicion 4.17 (sustitucion de identificadores).
Diremos que una sustitucion de identificadores es una lista de la forma:

[E]/X], ,En/xn]

La cual nos indica por cual expresién debe reemplazarse cada una de las ocurrencias
libres de los identificadores dados en la lista. Por lo general emplearemos la letra &
para denotar sustituciones. Supongamos tener la sustitucién:

8 = [El/X], ,En/xn]

definimos la aplicacién de la misma a una expresion de acuerdo a la siguiente regla:

Ve = { f,- zi‘cli:x,'paraalgﬁni e {l,....n}
s/0 = s
(MN)/& = (M/3)(N/3)
(Ax:M.N)/& = Ay:(M/d).(N/[Ei/x1, ... ,En/Xn,y/x]) cony nueva.
(IIx:M.N)/d = Tly:(M/d).(N/[Ei/x1, ... ,En/Xn,y/x]) cony nueva.

%[81,...,8,) = %[81,...,8,,8]
Definimos ademads el conjunto de sustituciones de identificadores Subst por:

Subst = {[E1/x1, ... Eqx/xn] : Ety....,Eqn:Eq AN X1,...,%: Va} T

Cuando dimos la definicién de sustitucion para el caso de la abstraccion y el pro-
ducto cartesiano, pedimos que la variable y fuera “nueva”. Esto significa que la varia-
ble debe ser totalmente nueva en el entorno en el cual se esta trabajando. Esto se debe
a que, como ya dijimos, no nos alcanza con pedir que:

vé U FV(w/e)

weFV(N)—{x}

debido a que el comportamiento de la funcién FV dada en la definicién 4.8 no
nos garantiza que la eleccién de y nos capture la ocurrencia de alguna otra variable en
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la expresidn sobre la cual estamos sustituyendo. Esto se debe a que o bien N o bien
alguna de las expresiones E; pueden contener incdgnitas, lo que nos restringe el uso de
la funcién FV.

Como se puede apreciar, la tnica innovacion respecto a la sustitucion tradicional
del célculo lambda, es la que ocurre al momento de aplicar una sustitucion a una ex-
presion desconocida. Dado que aun no conocemos la forma que tomard una incognita,
lo tnico que podemos hacer es almacenar la sustitucién que fue aplicada, de manera
que una vez que la incégnita quede determinado, podremos aplicar a dicha expresion
todas las sustituciones que debieran haber sido aplicadas a la misma si ésta se hubiese
encontrado definida desde un principio.

Pero como mencionamos anteriormente, también contamos con una segunda clase
de sustituciones: las que nos determinan los reemplazos de las incdgnitas por expre-
siones.

Definicion 4.18 (sustitucion de incégnitas).
Diremos que una sustitucion de incoégnitas es una lista de la forma:

[E1 /i1, ... En/in)

donde iy, ...,i, se corresponden a nimeros naturales que denotan identificadores de in-
cognitas. Recordemos que una expresion desconocida la denotdbamos como ?; [subs} ,
es ése subindice i el cual identifica univocamente a cada incégnita. Por lo general em-
plearemos la letra §” para denotar sustituciones de incégnitas. Supongamos tener la
sustitucion:

8" =[E\/i1, ... ,En/in)

definimos la aplicacién de la misma a una expresion de acuerdo a la siguiente regla:

v/8" = v
5/87 = s
(MN)/S? = (M/57) (N/8Y)
(Ax:M.N)/8" = Ax:(M/8%).(N/S")
(Te:M.N)/8" = Tv:(M/8%).(N/S")
9 (...((Ej/01)/82)...)/0n si k=i paraalgin j € {1,...
% [81,...,8,])/87 = I o . J
(ulB1,-8])/ {(...((?k[}/al)/sz)...)/a,, c.c.
donde si: o o
5 = [El/x.. Bl /]
tenemos que: R ) ) ) )
& = [(E/3")/xi....(E,/8")/x,]

Ademis definimos el conjunto de sustituciones de incégnitas Subst’ por:

Subst’ = {[E1 /i1, ... EpJin] : Ep,...,En:Ex Niy,... iy Int} ¥

Notacion 4.6 (aplicacion de listas de sustituciones):
Dado un elemento e para el cual se encuentre definida la aplicacién de sustituciones y
una lista de sustituciones:

[81,-..,0]
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a menudo emplearemos la notacién:

e/[alv"'asn]

para significar:

(...((e/81)/82)...) /Oy

De igual manera, dados elementos ey,...,e, para los cuales se encuentra definida la
aplicacion de sustituciones y sustituciones 9,0y, .. ., d,,, emplearemos la notacién:
{e1,...,en} /8
le1,...,en] /O

{er, .. en} J[81,.... 8]
e, en] /81, 8]

para significar:

{e1/8, ... en/8}
le1/S, ... en/S]
(e1/[81,-. 8], o en)[B1s. O]}
le1/[81 . Sls o en) [0, O]

respectivamente. &

No obstante, al efectuar el reemplazo de una incdgnita por una expresion, puede
ser factible que ocurrencias distintas de la misma incégnita resulten en expresiones
diferentes, ya que la secuencia de sustituciones que se deberia aplicar en cada caso
puede variar de una ocurrencia a la otra.

Ejemplo 4.4 (sustituir incégnitas puede no resultar en expresiones iguales):
Supongamos tener la sustitucién de incégnitas:

= /1]

luego al aplicar dicha sustitucién a una incdgnita con identificador 1, la expresion
resultante puede variar de acuerdo a la lista de sustituciones que tenga cada ocurrencia
de la incognita. De ese modo, tenemos por ejemplo que:

9][}/8: = X
N[/l /3T = x
?ﬂ[w/x]}/f); = w
Nlw/xlly/wl] /8" =y

N/, v/ ey [l /] /e s/w]) /87 = r *

Ya con lo visto hasta este momento acerca de expresiones, contextos y sustituciones
nos resulta suficiente para comprender las estructuras més complejas que compondran
nuestra herramienta.
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4.3 Formulando derivaciones

En esta seccion emprenderemos el estudio de las derivaciones, uno de los conceptos
principales que manejamos en nuestra herramienta. De todas maneras, antes de poder
efectuar tal definicién, debemos introducir algunas estructuras y conceptos que nos
permitirdn lograrlo. Esto se debe a que, dada la naturaleza de nuestro prototipo, la
nocién usual de derivacién que se emplea en el calculo lambda no nos es suficiente.
Por tal motivo, primero procederemos a definir algunos conceptos y componentes au-
xiliares para después ya si, definir de manera precisa lo que nosotros consideraremos
una derivacion.

4.3.1 Juicios

En toda derivacidn del cdlculo lambda, las unidades bésicas que componen el arbol de
derivaciones son los juicios. Estos pueden ser considerados como una relacién sobre
C4 X E4 X E4, denotando el tipo de una expresion bajo los supuestos de un contexto
dado. Definimos el conjunto de juicios que maneja nuestra aplicacién como el conjunto
J4 y la definicién de juicio que nosostros manejaremos serd la usual. De todas formas,
daremos algunas definiciones vinculadas a éstos.

Notacién 4.7:
A menudo emplearemos j para denotar elementos de J4. Frecuentemente también
usaremos la letra p para denotar juicios que son premisas de algtn otro juicio. &

Definicion 4.19 (juicio completamente definido).
Dado el juicioJ = I' = A : B, diremos que J se encuentra completamente definido si
se satisfacen:

o UK(A) = UK(B) = @
e V(x:E) e : UK(E)=0 1

Con nuestra definicién de completamente definido, estamos queriendo significar
que dicho juicio no contiene ninguna incdgnita, y por lo tanto, estd compuesto por
expresiones completamente determinadas. De todas formas, que un juicio se encuentre
completamente definido no significa que el mismo sea un juicio vélido. Para que un
juicio nos resulte ttil a la hora de trabajar con un PTS necesitamos pedir algunas res-
tricciones mads, por lo que introducimos el concepto de juicio bien formado de acuerdo
a la siguiente definicidn.

Definicion 4.20 (juicio bien formado).
Diremos que un juicioJ = I' = A : B se encuentra bien formado cuando se satisfaga
que:

e El contexto I se encuentre bien formado, de acuerdo a lo indicado en la defini-
ciéon 4.14

o FV(A) U FV(B) C dom(T) i
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Ademds, de manera andloga a lo ocurrido con las expresiones, podemos dar una
nocidn de lo que significa aplicar una sustitucién a un juicio.

Definicion 4.21 (sustitucion aplicada a juicios).
Dado el juicio I' - A : B, definimos la aplicacién de una sustitucion de incégnitas
sobre tal juicio como:

TFA:B)/8 = (I/8")F (A/8?) : (B/S)
dondesiT" = [x;: Eq,...,x,: E,], (T'/8") denota al contexto:

[x1:(E1/5?),...,xn:(En/5?)] T

Cuando estamos sustituyendo incégnitas, el reemplazo debe efectuarse en todos
los elementos que forman parte del juicio. Es decir, resulta evidente que a medida que
desarrollamos una derivacion, las incégnitas se pueden presentar en cualquier parte de
la misma, e incluso, como todas las incégnitas representan la misma expresion ain no
determinada, cuando decidimos fijar un valor para una incégnita, dicho reemplazo debe
efectuarse en todas las ocurrencias de dicha incdgnita dentro del arbol de derivaciones.

4.3.2 Restricciones

Aunque ain no hemos dado ninguna definicién de lo que consideraremos una derivacion,
resulta 16gico que a medida que construimos una prueba, comienzan a surgir algunas
condiciones que deben ser satisfechas con el fin de poder concluir con la demostracion.
Estas condiciones surgen de manera natural ante cualquier desarrollo que involucra una
prueba formal, y nuestro caso no es ajeno a esta situacion.

Nuestro prototipo trabaja bajo el supuesto de que, dado un tipo vilido para una
especificacion de PTS, resulta posible encontrar un término que habite dicho tipo apli-
cando las reglas de tipado para PTS, hasta conseguir una derivacion que nos conduzca
a dicho término, partiendo desde los axiomas definidos para dicho PTS. Si se recuerdan
las reglas de tipado para PTS introducidas en la figura 2.7, veremos que algunas de las
reglas establecen ya por si mismas, alguna condicién que debe ser verificada para que
dicha regla pueda aplicarse. Un ejemplo de ello es la regla de conversion que exige que
tanto el juicio resultante como una de sus premisas posean tipos -equivalentes.

De todas maneras, nuestro interés por las condiciones impuestas en el proceso de
construccion de la prueba no sélo se limita a las introducidas por las reglas mismas.
Como establecimos al definir el conjunto de expresiones que manipula nuestra herra-
mienta en la seccién 4.2.1, existen algunas expresiones que pueden no estar com-
pletamente definidas. No obstante, ain si éstas representen incdgnitas en nuestra de-
mostracién, muy a menudo no resultard posible sustituir las mismas por cualquier ex-
presion arbitraria. Dicho de otro modo, aunque no conozcamos el valor que tomard
una incégnita, existen algunos supuestos referidos a la misma.

Estas condiciones pueden referirse a varios aspectos. Por ejemplo, podriamos estar
ante una incdgnita que deberia tomar la forma de una variable, un sort o formar parte
de un axioma o regla. O también se podria dar el caso en que necesitamos que una
incégnita tome la forma de una abstraccion, aplicacién o producto dependiente, sin
conocer completamente las expresiones que formardn parte de la misma. Todas estas
condiciones las podemos expresar a través de lo que definimos como restricciones.
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Definicion 4.22 (restricciones).

Dadas las expresiones E, E|, E>, E3 pertenecientes a E4, definimos el conjunto de res-
tricciones aceptadas por el sistema como las que se corresponden con alguna de las
siguientes:

e c®(E) : Pertenencia al conjunto de sorts.

° eff (E|,E;) : Pertenencia al conjunto de axiomas.

e X (E|,Ey,E3) : Pertenencia al conjunto de reglas.

e R < (E) : Pertenencia al conjunto de variables o sorts.

e =R (E|,E,) : Tgualdad sintdctica de expresiones salvo oi-conversion.
e =R (E|,E;) : B-igualdad de expresiones.

Definiremos ademads el conjunto de restricciones Constr como:

Constr = {€R(E): E€Es} U
{eR(E\,E») : E1,E2 €Es} U
{€R(E\,Ey,E3) : E1,Ey,E3 € Ex} U
{eR s (E) : E€EEA} U
{=R(E|,Ey) : E|,Ey €E4} U
{zg (E\,E») : E|,Ey €E4} "

Aunque se desprende de la definicién misma, las restricciones no necesariamente
involucran a expresiones desconocidas. Es decir, claramente podriamos tener la res-
triccién de que v = v, la cual se satisface trivialmente, pero no deja de denotar una
condicio6n valida.

Otro aspecto que deberia quedar claro es que las restricciones no representan pro-
piedades que satisface una expresion, sino mds bien una condicién que se espera que
satisfaga la misma una vez que ésta se encuentre completamente definida. Dicho de
otro modo, al decir que E; = E», estamos diciendo que las expresiones E1 y E; son
idénticas, algo que se satisface incluso si E| = E; =7 [[y/x]] En cambio, al afirmar
que E; =R E,, estamos interesados en que ambas expresiones sean idénticas una vez
que ya contienen ocurrencias de incdgnitas. Nétese que para que E; =K E; se satisfaga
no necesitamos ni siquiera que ambas sean la misma expresion.

Otro punto que vale la pena destacar es que, al momento de declarar restricciones
no estamos para nada interesados en la especificacion de PTS bajo la cual estamos
trabajando. Es decir, querremos denotar que una expresién deberia cumplir con algin
requerimiento particular, pero el mismo resulta independiente del sistema que estemos
empleando. Con esto queremos decir que una restriccion establece una expresion de
deseo, a la cual se le puede asignar un valor de verdad s6lo cuando se provee una
especificacion contra la cual efectuar la evaluacion.

Por tal motivo, estamos interesados en describir una funcién capaz de chequear
la validez o no de un conjunto de restricciones frente a un PTS dado. Al definir dicha
funcién, debemos tener en cuenta el rango de resultados posibles que se pueden obtener
al evaluar una restriccién sobre la especificacién de un PTS en particular. Estos son:
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1. Larestriccién puede ser verificada como verdadera.
2. Larestriccién puede ser verificada como falsa.

3. No se puede determinar como verdadera o falsa, pero si se puede resolver de
forma parcial, obteniéndose un nuevo conjunto de restricciones mds simples.

4. No se puede verificar la restricciéon como verdadera o falsa, ni tampoco es posible
reducir la misma a un conjunto de restricciones mas simples.

El primer caso se da cuando se tienen restricciones de la forma:

6\Iius ()

=R (Ax:x.x,Ax:%x.x)

€R (O,%,%) bajo la especificacién de PTS para el sistema LC.

=t

En tales situaciones lo Gnico que deberiamos hacer es retirar la restriccién del con-
junto de condiciones que queremos verificar, ya que la misma puede ser verificada. La
siguiente clase de condiciones son aquéllas que pueden ser verificadas como falsas. En
cierta forma serfan andlogas a las vistas anteriormente, con la salvedad de que difieren
en su valor de verdad. Algunos ejemplos de estas clases de restricciones son:

o 8 (Ax:]].x)
o =R (Ax:n[]. %], x:%[] . %))

o €8 (0,71]]) cuando (0,0) ¢4 (Sa,As,Ra) para la especificacion de un PTS.

Si en algiin momento nos topamos con un conjunto de restricciones donde una
de ellas puede ser evaluada en falsa, entonces podemos concluir inmediatamente que
tal conjunto nunca va a poder ser satisfecho completamente. La tercer clase de restric-
ciones son aquéllas en las que no resulta factible decidir si son verdaderas o falsas, pero
si es posible reducir la misma a un conjunto de restricciones mas simples, el cual clara-
mente puede incluso resultar vacio. Mas adn, cuando logramos resolver parcialmente
una restriccion de equivalencia (=R o =£), obtendremos un conjunto de asignaciones
a incégnitas que pudieron ser deducidas durante el proceso de verificacion de condi-
ciones. Tal vez este concepto nos resulte un poco mds claro si vemos algunos ejemplos
al respecto.

Ejemplo 4.5 (resolucion parcial de restricciones):
e Uno de los casos mas simples de resolucion de restricciones es el que se presenta
ante la situacion:
_R
= (91 H ax)

El cual nos dice que la incdgnita con identificador “1”, deberia tener el mismo
valor que la variable x. Como x ya esta definido, podemos considerar la condi-
cion verificada obteniéndose un conjunto vacio de nuevas restricciones para ser
chequeadas. Sin embargo, si obtenemos una asignacion que deberia ser aplicada
al resto de los elementos vinculados a la restricciones resuelta. Tal asignacion es
[x/1], es decir la que establece que las ocurrencias de las incégnitas con identifi-
cador 1 deberian ser sustituidas por la variable x.

“]3’
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e Otra situacién que se podria dar es que tengamos la asignacion entre incognitas
o expresiones conformandas por incégnitas de la forma:

=[]0
=R [, Ax:2[] %)

Restricciones de esta forma resultan en un conjunto vacio de nuevas restric-
ciones, pero si generan sustituciones de incognitas que deberian ser aplicadas
al entorno en el cual se definieron las condiciones. En nuestro caso particular,
las sustituciones retornadas serfan:

/21 o [n[/1]

Mx:2[].x/1]

respectivamente.

e De todas maneras, no siempre obtendremos un conjunto vacio de nuevas restric-
ciones. Un ejemplo de ello puede ser la restriccion dada por:

=R (hx 1 [] .x) z,(Ax: A.x) %[])

Viendo que la estructura de ambas expresiones son similares, la condicién puede
ser reducida a un conjunto mas simple dado por:

{:R (Zv 7 H)’ =K (A’?l H)}

sin obtenerse ninguna asignacioén. De todas formas, las asignaciones obvias que
mapean la expresion A a la incégnita 1 y la variable z a la incégnita 2 se pueden
obtener al intentar resolver las nuevas condiciones. *

Ademds de éstas tres posibilidades de resolucién de restricciones, nos podemos
topar con condiciones que no pueden verificarse, ni refutarse, ni ser reducidas a un
conjunto de restricciones mas sencillas. esta situacién se da en casos como:

° €§ (?1 H)

o € (0,71]],72[]) para la especificacion del sistema A.C

o =F(n[lx/y]].x)

En el primer caso, no podemos determinar el valor de verdad de la restriccion
debido a que no sabemos qué valor tomar4 la incégnita en cuestién. Mads atin, no resulta
posible reducirla a una expresion mds simple debido a que no hay ninguna manera de
proceder hasta tanto quede definido un valor para la incégnita 1.

En el segundo caso estamos frente a una situacién similar. Tenemos la necesidad
de que (00,2 [],22[]) se encuentre definido como una regla en la especificacion del
sistema AC. Pero por un lado, esta informacién no nos resulta suficiente como para
asignarle valores a ambas incdgnitas, ya que mediante cualquiera de las asignaciones:

] = nf = -
all = nfl = 0
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la restriccidn se satisface, pero obviamente ambas asignaciones no tendran el mismo
impacto en el entorno de la restriccioén analizada y claramente cualquier otra asignacién
provocard que la restriccion resulte falsa. Mds atn, ésta no puede ser reducida, ya que
por ejemplo pedir que {€§ (% [] ), €§ (72 D )} no expresa realmente lo mismo que la
restriccion original.

Finalmente, nuestro tercer ejemplo se parece mucho a una de las situaciones ex-
puestas para el caso en que podiamos reducir una restriccién a un conjunto simplifi-
cado que exprese exactamente la misma condicién. De todas maneras existe una sutil
diferencia entre esta situacidon y la dada anteriormente. En esta dltima, la incégnita
posee una lista de sustituciones asociada, lo que nos restringe el campo de acciones que
podemos llevar a cabo. Por un lado no podemos determinar la veracidad de la condi-
cion debido a que uno de los componentes que la integran es una incognita. Por otro
lado tampoco podemos reducir la expresién, debido a que no hay ninguna expresion
que pueda serlo y menos extraer una asignacion de la misma. Uno se sentiria tentado a
decir que podemos reemplazar las ocurrencias de la incégnita 1 por la variable x, pero
esto no es cierto, ya que tal vez la incégnita podria ser asignada a la variable y, de modo
que para la ocurrencia de ? [[x/y]], se satisface que =F (?; [[y/x]],x). Por tal motivo,
no tenemos ninguna manera segura de proceder y s6lo nos queda la posibilidad de que
alguna otra deduccidn externa a la restriccién que estamos analizando nos arroje algtin
resultado que nos permita verificar o reducir dicha condicién.

Teniendo todas estas posibilidades presentes, procederemos a formalizar una rela-
cién que nos permita determinar si un conjunto de restricciones tiene o no solucién
o en su defecto puede al menos ser reducida a un conjunto mds sencillo de restric-
ciones. Pero antes de definirla, daremos algunas funciones auxiliares que estableceran
el comportamiento que tendrd la misma ante cada una de las restricciones que hemos
definido.

A partir de ahora comenzaremos a manejar funciones para las cuales surge la
necesidad de denotar una falta de solucién para algunos de los casos que analizan.
Para representar este valor especial, introducimos una nueva constante.

Definicion 4.23 ().
Dada una funcién, cuando su definicion le impida retornar un elemento de su imagen,
diremos que no existe una solucién para dicho caso. Por ese motivo, extendemos la
imagen de dicha funcién, permitiéndole retornar también el simbolo > que representa
la ausencia de una solucién en particular.

Dado un conjunto A, definimos Asq = A U {x}. i

Notacion 4.8 (extension de < sobre funciones):
Dada f : A — Byw ya € A, denotaremos:

Joa 1 Ay — Big

a la funcién dada por:

fua(a) = fla)
= X
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El tipo del valor que retornardn las funciones auxiliares que operan para cada uno
de los casos serd ([Subst’], {Constr})s. Esto puede ser visto como una unién disjunta,
donde decimos que se retorna o bien un par de la forma ([Subst’],{Constr}) o bien
el elemento <. Este ultimo nos indicard que el conjunto de restricciones no puede
ser satisfecho, debido a que una o mds condiciones no son verdaderas. Por otro lado,
si la funcién retorna un par, querrd decir que o bien el conjunto de restricciones se
pudo satisfacer o bien se obtuvo un nuevo conjunto de condiciones que deberdn ser
verificadas. Para ser més precisos, los elementos que conforman dicho par representan:

e [Subst’]: Se corresponde a una lista de sustituciones de incégnitas que se ha
deducido en el proceso de resolucion de restricciones. Pedimos que las sustitu-
ciones se retornen en una lista y no un conjunto porque estamos interesados en el
orden en que se deben efectuar los reemplazos. Es decir, si tenemos la incégnita
N H y el conjunto de asignaciones:

{[%2[]/1], [x/21}

dependiendo del orden en que aplicdsemos las sustituciones terminaremos por
obtener la expresion x o la expresion 7, [] . Es decir, a medida que analicemos un
conjunto de restricciones podremos ir deduciendo valores que pueden ser reem-
plazados por incégnitas. El orden en que vamos efectuando dichas deducciones
resulta importante debido a que, una vez que terminemos de analizar el conjunto
de restricciones, estaremos interesados en plasmar la informacién adquirida a
través de las deducciones sobre los juicios, expresiones o condiciones vinculadas
al conjunto de restricciones analizado.

e {Constr}: Es el conjunto de restricciones que se obtuvieron al analizar las ex-
presiones. Si la condicién que vincula a las expresiones recibidas no se pudo
reducir, entonces la misma restriccion se retorna aqui para su posterior andlisis.
Si por el contrario, la restriccidon original pudo ser reducida, entonces el nuevo
conjunto de condiciones derivado de la misma en retornado.

Antes de proceder con la definicién de las funciones encargadas de efectuar el
chequeo de restricciones, definiremos un nombre para denotar el conjunto de expre-
siones que representan incdgnitas, ya que su uso se tornard recurrente de aqui en ade-
lante.

Definicion 4.24 (?,.,).
Definimos el conjunto de expresiones de E4 que denotan incognitas por el conjunto
Yser» definido por:

%er = {%[81,...,8,] 1 i€ NASy,...,8, € Subst} +

Definicion 4.25 (chequeo de restricciones €§).
Definimos la funcién:

checkeg @ Ex X (Sa,Ax,Ra) — ([Subst’], 2 (Constr))u
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dada por:

[ {=R (M,s)}) siM €2, A Sy={s}

J{e¥ (M)})  siMe ., A Sy #{s}
l,9) SiM € Sy

> C.C. T

checkeg (M, PTS) =

La funcién checke se aplicard a expresiones que se encuentren bajo la restriccién
€§. Si la expresion es una incognita, entonces se la devuelve para que sea analizada
mas tarde. Si la expresién es un sort que se encuentra definido en la especificacién
del PTS, entonces la misma es verificada como verdadera. Resulta evidente que en
cualquier otro caso la expresion no serd un sort valido, y por lo tanto se retorna un <.

De manera similar, podemos definir las funciones que realizardn el chequeo de
pertenencia de una expresion al conjunto de axiomas o reglas para una especificacion
de PTS dada. Pero antes de continuar daremos un mapeo que emplearemos en algunos
de los resultados que veremos mds adelante.

Definicion 4.26 (— ©).
Dada una especificacion de PTS (S4,Aa,R4), definimos el mapeo — ¢ como:

o . (SA U?SET) - (SA)<>

y el cual queda definido por:

e sie €g Sy
e =
e o c.c. T

Ahora si, podemos ver como resulta definida la funcién encargada de llevar a cabo
el chequeo de restricciones referidas a la posibilidad de que un par de expresiones
denoten un elemento definido en el conjunto de axiomas para un P7S dado.

Definicién 4.27 (chequeo de restricciones €5).
Definimos la funcién:

checke, : Ea x Ex X (Sa,Aa,Ra) — ([Subst’], P (Constr))s
dada por:

([],@) siE,Ey €54 A (El,Ez) ex PTS

CheckeA(El,Ez,PTS)Z C/’leck/EA(El,Ez) siE,Ey € SAU? A {El,Ez}ﬁ Ve 7 D

> C.C.

donde:
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> sisols =
CheCk/eA(E17E2> = (Hv{:R (E],S]), =R (Ez,Sz)}) si sols = {(S17S2)}
(0,{€8 (E1,E2)}) c.c.
siendo:
sols = {(s1,52) : (s1,52) €EAs N 51 =c E1o N 52 =0 E2_,} +

Esta nueva funcidn intenta verificar si dos expresiones pueden formar parte o no
de un axioma para una especificacion de PTS dada. Para llevar a cabo esta tarea se
procede a efectuar un andlisis por casos de las expresiones recibidas como argumento.
Si las mismas son sorts y ademads éstas se encuentran definidas como un axioma en el
PTS, entonces se determina que la restriccién de que €X (E|, E,) resulta verdadera.

Por otro lado, si las expresiones estan formadas por sorts y al menos una incognita,
entonces hay tres nuevos casos por considerar, dependiendo de las posibilidades que
existen de que el par de expresiones que estamos analizando pueda llegar a quedar
definido como un elementos del conjunto de axiomas del PTS sobre el cual estamos
trabajando. En efecto, el conjunto sols contiene todos los axiomas en que se pueden
transformar nuestro par de expresiones cuando éstas resulten completamente definidas.

e Si dicho conjunto resulta vacio, entonces nunca podremos obtener un axioma a
partir de las expresiones que estamos analizando y por lo tanto determinamos
que la restriccién no podra ser satisfecha.

e Por otro lado, si el conjunto de posibles soluciones tiene un solo miembro,
entonces podemos reescribir nuestra restriccién como la necesidad de que las
expresiones que estamos analizando se correspondan con los Unicos sorts que
pueden llegar a hacer que la condicién sea verdadera.

e En cualquier otro caso, existe mds de una posibilidad para hacer que nuestra
restriccion resulte verdadera (o incluso también falsa), de modo que solo pode-
mos dejar nuestra restriccion intacta, para que sea verificada mds tarde cuando
tengamos algo mas de informacién disponible.

Claramente, si ocurre alguna otra situacién distinta a las que ya hemos contem-
plado, podemos decir de inmediato que la restriccién no se satisface.

De manera casi idéntica podemos definir la funcién que se encargard de efectuar el
andlisis de las restricciones vinculadas a la posibilidad de que una tripla de expresiones
pueda identificar o no a una regla definida en la especificacion de un PTS.

Definicion 4.28 (chequeo de restricciones Eﬁ).
Definimos la funcién:

checkey, = Ex % Ex X Eg X (Sa,An,Ra) — ([Subst’], 2 (Constr))s

dada por:
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(l,2) si By, By, E3 € Sy
A (E],Eg,Eg,) cr PTS
CheckeR(El,Ez,E3,PTS) = Check/ER(El,Ez,E3) siE1,Er,E3 € SaU 7.,
NELEy,E3}NY,, # @
> c.c.
donde:
> sisols =
checkl, (E1,Ez, E3) = q ([, {=F (E1,51), =R (E2,52), =F (E3,53)}) sisols = {(s1,52,53)}
(0. {€R (E1,Ez,E3)}) c.c.
siendo:

sols = {(s1,52,83) : (51,52,53) ERA N S1 =0 E16 N S2=0Er_o N 53 =0E3_,}

T

No daremos mayores detalles sobre esta dltima funcién debido a que su compor-
tamiento es muy similar al de la funcién checke, que definimos anteriormente, ya que
la tnica diferencia entre ambas radica en el hecho de que la primera opera sobre el
conjunto de axiomas de una especificacién de PTS mientras que la segunda lo hace
sobre el conjunto de reglas.

De manera andloga a la funcion checkeg que dimos en la definicion 4.25 pode-
mos también declarar la funcién que emplearemos para el andlisis de las restricciones
referidas a la pertenencia de una expresion al conjunto de variables o de sorts para un
PTS especifico.

Definicién 4.29 (chequeo de restricciones €5 ).
Definimos la funcién:

checke, s : Ea % (Sa,Ax,Ra) — ([Subst’], P (Constr))s

dada por:
(H’ {€€US (M)}) siM e ?51:"1'
_ (va) siMe Vy
checke, ((M,PTS) = (0.2 i es,
> c.c. +

Como se puede apreciar, la inica diferencia que presenta esta nueva funcién respec-
to a checkeg es que también verifica como verdadera la pertenencia de una expresion
al conjunto de variables.
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Luego de haber definido estas funciones auxiliares, s6lo nos resta dar funciones
que se encarguen de verificar las restricciones referidas a la igualdad y [ -equivalencia
de expresiones, y son éstas las que veremos a continuacion.

Definicién 4.30 (chequeo de restricciones =F).
Definimos la funcién:

check— : Ex < Eq X (Sx,Ap,Rp) — ([Subst’], P (Constr))s,
dada por:
(H,@) sis] =s$

D c.c.
[,9) sivi=w

check—(s1,s2,PTS) =

check—(vy,va2,PTS) =

B c.c.
check:(Ml Ny, My N>, PTS) = ([]7{:R (MlaMZ)a =k (N15N2>})
check_(Ax : My Ny, Axs : My . N, PTS) = EH’“?; SLUK(N) # 2
,sel C.C.
check_ (Tl - My Ny, Tls : Mo N, PTS) — 4 (Lsen) siUK(N) 7~
([),set2) c.c.
check—(%1],?;[],PTS) = (o) sii=j
check_(%[],M,PTS) = ([M/1],2) si%u[d1,...,8,] ¢ UK(M)
check—(M,?;[],PTS) = ([M/i]],2) si?%[8i,...,8,] ¢ UK(M)
check—(%[81,...,8,],M,PTS) = ([,{=F (?i[Sl,...,Sn],M siM #£7]]
check—(M,?[8y,...,8,],PTS) = (0.{=R(%u[81,....8,),.M)}) siM#]]
check—(M,N,PTS) = 0 para cualquier otro caso
donde:
sety = {=F(My,Mp), =R (N1, Na[x1/x2])}
sety = {=R(My,M>),=R (Ni[x2/x1],N2)} T

Veamos algunas consideraciones que deberemos tener en cuenta respecto a esta
ultima definicion. Algo que resulta evidente a primera vista es que solo tienen la posi-
bilidad de ser consideradas verdaderas aquellas restricciones que relacionan dos expre-
siones similares a lo que su estructura respecta. Sin embargo existe un caso particular,
el de las incognitas, que ademds de chequear la equivalencia entre expresiones de la
misma clase permite efectuar asignaciones de valores a incdgnitas.

Siguiendo el razonamiento de nuestra definicion, para determinar si dos variables
o sorts son equivalentes, no debemos hacer mas que chequear la equivalencia entre las
mismas empleando la igualdad sintéctica.

Si estamos analizando dos expresiones que representan la aplicacién de expre-
siones, podemos simplificar la condicién de que ambas aplicaciones sean equivalentes
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verificando si cada una de las componentes que las conforman son equivalentes entre
si.

Al intentar verificar la equivalencia entre dos abstracciones, no solo debemos co-
rroborar que los tipos de las variables abstraidas sean equivalentes, sino que ademas los
términos sobre los cuales estamos abstrayendo sean equivalentes. De todas maneras,
dado que el nombre de las variables que estamos abstrayendo puede diferir de una a otra
sin alterar el significado en si de los términos, mds que una igualdad sintéctica, estamos
interesados en capturar la nocion de expresiones o-equivalentes. Es por este motivo
que una de las condiciones que se originan a partir de este caso pide que los términos
abstraidos sean o.-equivalentes, permitiendo el renombre de la variable abstraida. Mas
aun, debido a que la aplicacién de sustituciones a expresiones desconocidas resulta
en un anidamiento de sustituciones que dificulta la manipulacion de tales incdgnitas,
resulta preferible aplicar el renombre de variables sobre un término completamente
definido, si es que uno de los dos términos abstraidos cumple con esta condicién. De
alli a que decidamos sustituir uno u otro de los términos involucrados. Desde luego que
en el caso de que ambas variables abstraidas tengan el mismo nombre, la sustitucién
que aplicamos se convierte en un renombre de variables trivial que no afecta en nada las
expresiones involucradas. Para el caso del producto dependiente, operamos de manera
semejante al caso de la abstraccion.

Cuando nos enfrentamos al problema de decidir si dos expresiones desconocidas
son equivalentes 0 no tenemos varios casos posibles. Si ambas incégnitas no presentan
sustituciones asociadas a ellas y sus identificadores son idénticos, entonces claramente
podemos determinar que son equivalentes. Por otro lado, si al menos una de las ex-
presiones involucradas es una incdgnita que no contiene sustituciones pendientes para
ser aplicadas, entonces podemos descartar la restriccién que estamos analizando y de-
cidir que todas las ocurrencias de dicha incégnita pueden ser reemplazadas por la otra
expresion que estamos contemplando. Claro que permitimos efectuar tal asignacién so-
lamente si la incégnita a la cual le estamos asignando el valor no ocurre normalmente
en la expresion por la cual estd siendo sustituida.

Evidentemente, si la incdgnita que estamos comparando contiene alguna sustitu-
cion en espera, no podemos efectuar la asignacién de manera directa como en el caso
anterior. Es decir, no resulta cierto que la incognita represente efectivamente a dicha
expresion, ya que la presencia de las sustituciones estd indicando que una vez que de-
finamos un valor para la incdgnita, recién despues de aplicar las sustituciones sobre
dicho valor se obtendrd una expresion que deberia ser equivalente a la expresion que
estamos comparando con la incdgnita.

Dicho de otro modo, si tenemos que =F (?;[[y/x]],y), no podemos asumir direc-
tamente que ?;[] =x o que ?;[| =, ya que ambas son ciertas. Por tal motivo, no
nos queda mas remedio que postergar el andlisis de este tipo de restricciones. Para
cualquier otro caso, asumimos que la restriccién no es satisfacible.

Ahora sélo nos resta definir la funcién que se encargard de procesar las restric-
ciones referidas a la f -equivalencia de expresiones, y es esta funcién la que veremos a
continuacion.

Definicion 4.31 (chequeo de restricciones :g ).
Definimos la funcién:

check—y : Ex X Ep X (Sa,Aa,Ra) — ([Subst’], 2 (Constr))sq

dada por:
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check:B(sl,sz,PTS) _ ([,2) sisi=s
> c.c.
check=ﬁ(v1,v2,PTS) _ (@) sivi=w
> c.c.
check_ (hxy: My Ni, Axa: My N, PTS) = { (o) siUKN) 72
p ([],set2) c.c.
check_, (Thxy : My . Ny, Tlxs : Ma . N, PTS) = ([ sern) siUK(N) # @
B (], set2) c.c.
check— B(’7, [].2;[],PTS) = ([,@) sii=
check— (91[81; oy } MaPTS) = ([]7{ g( [Sla ] )})
check—y (M, 2%[81,...,8,],PTS) = ([ g(M,'n [81, SOu)}) SiM ¢,
check— (MN M' N', PTS) = ([,{= g(M M), = =5 R(N,N")}) siM,M' €S,UV,
U{(AB) : A,B€ E4}
check—y (A, M N, PTS) = ([.{=f AMN)})
check—y (M,N,PTS) = 0 para cualquier otro caso
donde:
set;, = {Zg (Ml,Mz) 1133 (Nl,Nz[xl/)CzD}
sety = {=f (M1, M2),={ (N1[x2/x1],N2) } ¥

A primera vista, esta nueva funcion resulta muy similar a la que dimos en la defini-
cion 4.30, pero sin embargo, presenta algunas sutiles diferencias que merecen ser
tenidas en cuenta. Al comparar dos sorts o variables, diremos que estas satisfacen
la condicién de ser B-equivalentes si es que en efecto son los mismos sorts o varia-
bles respectivamente. Cuando comparamos abstracciones o productos dependientes,
la manera de proceder es similar a la dada para la funcién check—, con la salvedad
de que las nuevas restricciones generadas reflejan la necesidad de que las expresiones
involucradas resulten -equivalentes y no sélo o-equivalentes, tal y como ocurria con
anterioridad.

Las semejanzas con la funcién check— se extienden también al caso en que com-
paramos dos incdgnitas sin sustituciones asociadas y cuyo identificador coincide, di-
ciendo que son efectivamente [3-equivalentes (ya que en efecto son las mismas incég-
nitas). No obstantes es hasta aqui que llegan las semejanzas entre estas dos funciones.
Anteriormente, cuando compardbamos una incdgnita sin sustituciones con una expre-
sién cualquiera, podiamos deducir que dicha incégnita podia ser reemplazada por la
expresion con la cual la estdbamos comparando. Sin embargo, esto ya no es posible si
trabajamos bajo el supuesto de que ambas son -equivalentes. Esto se debe a que la
incdgnita en si no tiene porque ser la expresion con la cual la estdbamos analizando,
sino que bien podria ser un B-redex que reduce a la expresién en cuestion. Dicho de
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otro modo, al toparnos con una restriccion de la forma :g (7 D ,x), no podemos de-
ducir que 7y [] = x, ya que bien podria resultar que 7; [] = (Ay:A.y) xy larestricciéon
sigue satisfaciéndose. Por este motivo, cuando nos topamos ante restricciones de esta
forma, optamos por mantenerlas para que puedan ser analizadas mas tarde, cuando se
tenga algo mas de informacién que nos permita efectuar una eleccién univoca del valor
que asignaremos a la incégnita.

Para el caso de la aplicacién no hacemos mds que verificar que cada uno de los
componentes que forman parte las aplicaciones sean J-equivalentes entre si. Por un
lado, pedimos que las expresiones sobre las cuales estamos efectuando la aplicacion sea
una variable, una incégnita o una aplicacién. Esto nos restringe casos erréneos como
en los que un sort o un producto cartesiano se encuentre aplicado a una expresiéon. Uno
podria cuestionarse, sin embargo, porque estamos considerando que las expresiones
(Ax:s1.x) s2y s no son B-equivalentes cuando en realidad si lo son. Bueno, en efecto,
este caso no esti contemplado bajo la funcién chequeadora de =&, porque los redexes
ya son reducidos en el mismo momento en que se invoca a la funcién chequeadora que
estamos analizando, tal y como veremos en la definicién 4.34. De modo que el caso
planteado si estd siendo considerado, con la salvedad de que la manipulacién de las
expresiones se lleva a cabo en dos lugares diferentes.

Mis adelante necesitaremos aplicar sustituciones de incdgnitas a expresiones que
forman parte de un conjunto de restricciones. Si bien la aplicacién de dichas sustitu-
ciones no representa una gran dificultad, puede que resulte conveniente fijar una idea
de a qué nos estamos refiriendo.

Definicion 4.32 (aplicacion de sustituciones a restricciones).

9 . ., . . . P . . . .z
Sea & ° una sustitucién de identificadores de incégnitas. Definimos la aplicacién de tal
sustitucion a una restriccién como:

ef (M)/8’ = & (M/8?)
SH (Eb E)/8 = i (E/8,E/8)
ER (El,Eg, 3)/8? = €§ (E1/8?7E2/8?7E3/8'))
Vus (M)/S? = G\eu (M/S?)
(E17 2)/6? = =R E]/Sr’ E2/5 )
=5 (E1,E2) /8" = ={(E1/8",E2/8)

Desde luego que esta definicién también resulta extensible para los conjuntos de res-
tricciones. Es decir, si ¢ es un conjunto de restricciones de la forma:

c = ey ent

y 87 es una sustitucién de incégnitas, entonces definimos la aplicacién de §” al con-

junto ¢ como:
2 ? 2
/6" = Hc1/d7,...,cn/8"} t
Ahora que ya hemos dado las definiciones de las funciones auxiliares que nece-
sitamos, estamos en condiciones de definir una relacién que nos permita determinar

cuando un conjunto de restricciones es vélido o no. Pero antes de ello, definiremos una
funcién que nos simplificard la descripcién de tal relacion.

80



4.3 FORMULANDO DERIVACIONES

Restricciones

Deﬁni_giérL 4.33 (mergeChk).
Sean & y & listas de sustituciones de identificadores de incégnitas. Definimos la fun-
cién de aplicacion de chequeo de restricciones:

mergeChk : ([Subst’], 2 (Constr)) x ([Subst’]. 2 (Constr))p, — ([Subst’]. 2 (Constr))s,

dada por:
mergeChk ((8,c), (8',¢)) = (d#98',(c/d") U?)
mergeChk ((8,c¢), ) = I
donde # representa la concatenacion de listas. T

Nuestra funcién mergeChk simplemente combina el resultado de dos andlisis de
chequeo de restricciones. El primer argumento que recibe corresponde a los valores de
los cuales se parte y el segundo argumento identifica la nueva informacion que se desea
agregar a la ya existente. Si este segundo pardmetro representa informacién vélida que
puede ser anexada a la que ya tenemos, entonces se combinan ambos resultados. Si por
el contrario, el segundo pardmetro identifica la no satisfaccién de una restriccion, se re-
torna tal valor, denotando que la unificacién de resultados conduce a la no satisfaccién
de algunas restricciones.

Definicion 4.34 (chequeo de restricciones —>)

Sean §/,...,8, sustituciones de identificadores. Sea § = [8/,...,8,]. Dada una es-
peciﬁcacwn PTS, definimos la relacién de chequeo de restricciones bajo los supuestos
de dicha especificacién como:

check

. ([Subst’], P (Constr))sy x ([Subst’], P (Constr))u

la cual queda definida por:

(g {c1,.. cm,es( )} =S mergeChk((g {c1,...,cm}), checkes(M,PTS))

(3, {c1,.. oem €R (E1,Ey})) &5 mergeChk ((8, {c1,...,cm}), checke, (Ey,E»,PTS))
(3, {c1,....cm ER(E1,E2,E3,},)) % mergeChk ((8, {c1,...,cm}), checkey (Ey,E,E3,PTS))
_'(8, {c1,.. Cm,EVUS( NI mergeChk(@ {c1,...,cm}), checke, (M,PTS))

(8, {ct,..rcm, =R (E1,E2)}) =% mergeChk ((3, {c1,...,cm}), check—(E,E,, PTS))

(8, {c1,... cm (El,Eg)}) =% mergeChk (8, {c1,...,cm}), check—, (E},E, PTS))

o) = (3, 2)
DI g
donde:

E| --» E}
E, ——» Eé T

Tal vez resulte conveniente hacer algunas aclaraciones respecto a esta nueva relacion.

Bésicamente lo que define es una relacién entre los elementos que conforman el con-
junto de posibles soluciones de un conjunto de restricciones. Asi, si en un paso del
proceso de verificacion de restricciones el conjunto de condiciones que ain quedan por
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ser verificadas es no vacio, podemos tomar un elemento de dicho conjunto y aplicarle
la funcién chequeadora que corresponda. Si se determina que dicha restriccion no se
satisface, entonces podemos concluir que el conjunto de restricciones no es satisfaci-
ble. Si por el contrario al analizar la restriccién obtenemos nuevos datos, anadimos los
mismos a los que ya tenfamos y asi obtenemos un nuevo par que puede seguir siendo
estudiado. Si en alglin momento el conjunto de restricciones resulta vacio, entonces ya
habremos concluido con el andlisis de los mismos. Por otro lado, si partimos de una
solucidén no vélida (), el dnico valor que podemos obtener es el mismo.

Esta nueva relacion nos permite determinar cudndo un conjunto de restricciones
resulta verdadero, falso o al menos parcialmente reducible para un PTS dado. Es decir,
dado un conjunto de restricciones {cy, ...,c,}, diremos que bajo una especificacion
PT S dicho conjunto de restricciones es:

Verdadero: Si se satisface que:

([ ety ooven)) 257 (181,...8/), @)

resultando ser [/, ... 8,3 ] 1a lista de sustituciones de identificadores de incégnitas

que hemos podido deducir en el proceso de verificacién de restricciones y por
lo tanto, deberian ser aplicados a los juicios y expresiones involucradas en la
formulacién original de las restricciones. Es decir que resulta posible verificar
todas las condiciones del conjunto recibido si es que las incdgnitas listadas en
la lista de sustituciones son reemplazadas por las expresiones indicadas. En tal

caso, si & = [§/, ... 8], decimos que d es la solucién hayada.

Falso: Si se satisface que:

(H’ {Cla---7cn}) ﬂ)* >

lo que claramente nos estd diciendo que al intentar analizar algunas de las res-
tricciones, ésta se pudo determinar como falsa y por lo tanto, sin importar lo
que resultase de analizar las demds restricciones hemos podido determinar que
el conjunto de restricciones en si mismo no puede ser satisfecho. Dicho de otro
modo, el conjunto de restricciones no tiene solucién, de modo que no existe un

O que satisfaga las restricciones cy, ... ,cp.

Reducible: Si no podemos determinar la veracidad o falsedad de las condiciones in-
cluidas en el conjunto de restricciones, podemos al menos intentar obtener un
nuevo conjunto que contenga condiciones mas simples de verificar. Diremos
que esto ocurre cuando:

(0, fersevend) =50 (8], 8, {e1, .. Gu})
y ademads Vsol tal que:

check £
(187, ... 87, {1, ... Gn}) =5 sol
se satisface que:

sol = ([8,...8]], {c1,....én})

cuando se dé esta situacion, diremos que el conjunto de restricciones original
pudo ser reducido a uno mas simple (que claramente podria ser incluso el mismo
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desde el cual partimos), y durante el proceso de reduccién se lograron deducir
las asignaciones a incognitas dadas por la lista [81? yenn
hemos podido construir una solucién parcial, la cual atin no somos capaces no
poder determinar si tal solucion existe o no.

Para establecer la diferencia entre los distintos resultados posibles que se pueden
obtener al emplear la relacién ==, establecemos una nueva relacién que nos determina
el punto hasta el cudl resulta factible operar sobre una posible solucién de un conjunto

de restricciones.

check

Definicion 4.35 (=).

5,3 ]. Dicho de otro modo,

Para definir la relacién == sobre elementos de ([Subst’], 2 (Constr)), diremos que:

(81, 8a), {ct, - rem}) 25 ([8y,..,

siy solo si:

(81, 8] {ctsm o cm}) 257 ([0,

y ademds AJ{,...,8,,&’,...,¢ tales que:
o #
A Al
&G #

que satisfagan que:

. . ., heck
Veamos algunos ejemplos que muestren el comportamiento de la relacién —— en

el proceso de verificacion de restricciones.

check

Ejemplo 4.6 (uso de la relacion —):

Como dijimos, un conjunto de restricciones puede ser considerado verdadero, falso
o reducible. A continuacién damos algunos ejemplos que ilustran cada una de estas

situaciones posibles.

Restricciones verdaderas Sea el conjunto original de restricciones que queremos ve-

rificar el dado por:

o/ para algini € {1,...,k

éi para algini € {1,...,]

(81, &) {c1, . a)) =5 (8,

{=F((x:2 H .X) z,(Ax: A . X) "2[])}

., check
luego empleando la relacién —— obtenemos que:

)

<
4

/
/2 [A/I]], )

([, {=R (rx:7 H X) z,(Ax: A .x) ‘72[])}) Sheek,
(0. =" (Zf’2[]) R(A nhh =
([lz/2]],{ 1D =
([lz/2],
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lo cual nos dice que las restricciones se satisfacen y que ademads se ha deducido
los valores que deberian tomar las incognitas con identificadores 1y 2.
Otro ejemplo se puede dar bajo la especificacion del sistema A —. Supongamos

tener la restriccion e§ (7 D ,h H 13 D ), luego empleando la relacién 2% pode-
mos observar que:

([]7{6113 (11 [],72[],?3 H)}) check
(0 A=R []0, =5 (2] ), =" (a4 1) =
(/1 4= (22 ]2, =" (5[], ) =
(/1. b/2)) =R (3 [5].))) o
([*/1], */2], [*/3]], @)

Lo cual nos esta diciendo que, debido a que la Unica regla definida en la es-
pecificacién del sistema A— es la de (x,*,x), a partir de la restriccién original
podemos determinar que la misma puede ser satisfecha y que ademds durante
el proceso de verificacién fuimos capaces de determinar los valores de las tres
incdgnitas involucradas.

Restricciones falsas Supongamos tener el siguiente conjunto de restricciones:
{=F (\x:O.x0y: 0[] .y),€k (W [], 2[], 5[}

. . ., . ., heck
bajo la especificacién del sistema A2, empleando la relacién —— nos encon-
tramos con que:

(0, {=" (Ax: 0. xly' of] ek (2l ah =
0= O.2%]]).= (X[y/x} ) Rl nlnbhh =
([O/20] A= (), €§ (U [].0 93[])}) o
([[E/20], {€k (1 [],D,?3[])}) ek

Lo cual significa que el conjunto de restricciones no puede ser satisfecho. Esto
ocurre debido a que cuando asignamos la expresion [] a la incégnita con identi-
ficador 2, obtenemos una posible regla que no se condice con ninguna de las que
existen en el sistema de tipos bajo el cual estamos trabajando y por lo tanto el
conjunto de condiciones resulta falso.

Restricciones reducibles Supongamos estar trabajando con la especificacién que co-
rresponde al sistema AC. Si quisiéramos verificar el conjunto de restricciones

dado por:
{eR ([, 50, =F (,0),=F (%[],0)}

., check .
luego, empleando la relacién —— podemos determinar que:

0 AE @, 2020, =F (0.0, =% (3 [,0)) =
(2}, (4]0 :0) = m[m}) o

(18721, 10/3]], {ek (1 [],.0,0)})
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Lo que ocurre aqui es que una vez que hemos efectuado las sustituciones de las
incégnitas 2 y 3, dado el sistema de tipos que estamos empleando, aun queda
mds de una solucién posible a nuestro problema. Es decir, la incégnita con iden-
tificador 1 podria ser asignada tanto al valor x como al valor [J siendo en ambos
casos una regla verdadera para el sistema AC. Debido a ello, es que no podemos
continuar con el andlisis de la restriccién resultante hasta tanto tengamos mas
informacién que nos permita verificarla o descomponerla en restricciones mas
sencillas. *

Con esto nos basta por el momento para tener un entendimiento de cuédles son las
restricciones que manipula nuestra herramienta. Mds adelante, en la seccién 4.4.1 ve-
remos como podemos generar restricciones para cuando asf lo requiramos. Pero antes
de poder analizar los mecanismos de generacion deberemos comprender la nocién de
derivacién y los mecanismos que existen para manipular este tipo de estructura.

4.3.3 Derivaciones

Ahora que ya hemos fijado una idea de lo que consideraremos un juicio o una res-
triccién, junto a algunas de las operaciones mds importantes que necesitaremos para
operar sobre los mismos, estamos en condiciones de determinar la manera en que se
relacionaran todos ellos para conformar una derivaciéon. Comenzaremos por definir lo
que llamaremos un arbol de derivacion.

Definicion 4.36 (paso de derivacion).
Llamaremos un paso de derivacion a un par de la forma (J, R), donde:

e J es un juicio.

e R es una constante perteneciente al conjunto de constantes Rules, dado por:

{Axiom,Start,Weakening, Product, Abstraction,Application,Conversion, NoRule}

A menudo emplearemos la letra r para referirnos a elementos de Rules. T

Aunque no lo hemos dicho explicitamente, las constantes que conforman el con-
junto dado en esta definicidn, se corresponden con las reglas de tipado que considerare-
mos vélidas en nuestra aplicaciéon. Mds atn cada una de las constantes se corresponde
con la regla de tipado homénima introducida en la figura 2.31 al definir los sistemas
de tipos puros, excepto la constante NoRule que indicard la ausencia de regla alguna.

Definicion 4.37 (arbol de derivacion).

Definimos un drbol de derivacion como un arbol finitario en donde cada nodo contiene
un paso de derivacion. Dado el nodo que contiene el paso (J,R), si éste contiene n
hijos, diremos que el juicio J puede ser obtenido aplicando la regla R tomando como
premisas los juicios contenidos en los nodos hijos de dicho nodo. T

Con la definicién anterior, lo Unico que estamos tratando de dejar en claro es una
idea de lo que formard parte de nuestras derivaciones. Claramente nuestra definicién se
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ajusta bastante a la nocién de derivacion que usualmente se tiene al trabajar en teoria
de tipos del cédlculo lambda. De hecho, de acuerdo a nuestra definicion, si tomamos
por ejemplo la prueba de la identidad monomérfica para el sistema A — especificado
en forma de PTS, veremos que ésta toma la forma de:

R R [rx-o ® TF o A
o & F=o0 ™ gres ™ mTgree ™
T (59) — (S (WK)
k] Fk:* k] Fk:* kix, x k] F k:*
orm K Fm kY : T (Pr)
Tk, Xkl B Xtk kex] B ILvik.k %

Ab
[k:*]%?uxpk‘x]:l—lx:k‘k (Ab)

Correspondiéndose ésta, de acuerdo a nuestra definicién de drbol de derivacion con
la siguiente estructura:

(fk:x] F Ay ck.xiTx:k.k = ,Ab)

([, x1 K] Foxy : kSt ([fe:#] b Thx:k.k : %, Pr)
(s, %1 K] F oxy : K, St) (s A b k < %,St) (s, x: K] b k2%, WK)
(I #] -k : %, 8) (0 F *: O,Ax) (o] bk %,8) (I #] & : %, 80)
([ F *: 0,4 (0 F *: O,A%) ([ F *: 0,4

De todas maneras, por comodidad y simpleza, emplearemos la primer notacién para
denotar un arbol de derivacion. De todas maneras, mas adelante estaremos interesados
en manipular una expresién que represente un arbol como el dado anteriormente. Para
ello introducimos la siguiente notacion.

Notacion 4.9 (arboles):

Para representar un arbol finitario a veces emplearemos un par, donde el primer compo-
nente representa el valor almacenado por un nodo del arbol y el segundo componente
es una lista de los drboles hijos del nodo que hemos definido. Asi, por ejemplo, el

arbol:
B, ... B,

A

estard representado a través del par:

(Av [Blv"'vBﬂ]) <>

Desde luego que nuestra notacion para representar arboles no nos permite describir
un drbol vacio. Pero como de todas formas no necesitaremos describir un arbol vacio,
nuestra notacidén no presentard mayores inconvenientes para los desarrollos que efec-
tuaremos mads adelante.

El lector acostumbrado a trabajar con expresiones correspondientes al cilculo lamb-
da notard que nuestra definicién de drbol de derivacion se corresponde con lo que
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comunmente denominamos derivaciones. Sin embargo, dada la naturaleza de nuestro
problema, un arbol de derivaciones no nos provee de toda la informacién requerida.
Por lo tanto, damos nuestra propia definicién de lo que consideraremos una derivacién.

Definicion 4.38 (derivacion).
Definimos una derivacién como un par de la forma (DT, CS), donde:

e DT esun drbol de derivacion de acuerdo a nuestra definicion 4.37.

e CS es un conjunto de restricciones tal y como las definimos en la seccién ante-
rior. T

Lo que estamos representando a través de nuestra definicion de derivacion es que, a
los fines practicos del desarrollo de nuestra herramienta, la informacién que nos provee
un arbol no nos es suficiente. Esto ocurre debido a que en numerosas ocasiones exis-
tirdn algunas condiciones que deben ser satisfechas para que el arbol en si mismo se
encuentre bien formado. De esta manera, el arbol nos provee de la estructura misma
que tiene nuestra derivacion, mientras que el conjunto de restricciones nos indicard las
condiciones que atin nos restan por comprobar para poder completar la derivacion.

Debido a que necesitaremos muy a menudo referirnos a elementos de una deriva-
cion, extenderemos el significado de algunos de los operadores cominmente emplea-
dos en la teoria de conjuntos para referirnos a relaciones aplicables a nuestra definicién
de derivacion.

Definicion 4.39 (pertenencia de juicios a derivaciones).

Dado un drbol de derivacién dt y un paso de derivacién (j,r), diremos que el paso de
derivacion (j,r) pertenece al arbol de derivacién dr, en simbolos (j,r) € dt si'y sélo si
(j,r) es un nodo de dr.

De manera similar, dado un arbol de derivacién dt, diremos que un juicio j € Jy
pertenece a dicho drbol, en simbolos j € dr siy sélo si Ar € Rules : (j,r) € dt.
Extendiendo la definicién, diremos que un juicio j pertenece a una derivacién (dt,cs)
cuando se satisfaga que j € dt. T

Una de las nociones primordiales que manejaremos en nuestra herramienta es la de
derivaciones completas. Diremos que una derivacién es completa cuando ya no posee
incdgnitas y todas sus restricciones han sido verificadas.

Definicion 4.40 (derivacion completa).
Dada una derivacién (dt,cs), diremos que la misma estd completa si y s6lo si se satis-
facen las siguientes condiciones:

e Vj € dt, se satisface que j se encuentra completamente definido.

e V(j,r) € dt, tal que j no tiene premisas (i.e. (j,r) es una hoja en el drbol de
derivaciones dt), se satisface que r = Axiom.

e cs=0 T
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Sobre las derivaciones en si, no hay demasiado que precisar, ya que en realidad se
comportan como meros estados de una prueba. Lo que si nos resulta interesante son
las funciones con que contamos para manipular dichas derivaciones. Mds precisamente
aquéllas que nos permitan construir y eliminar trozos de derivaciones. A las primeras
las llamamos funciones generadoras de premisas y serdn estudiadas en la seccién 4.4.1
en tanto que el proceso de eliminacién de juicios pertenecientes a una derivacion se
analizard en la seccién 4.4.2.

4.4 Manipulacion de derivaciones

En las secciones anteriores nos abocamos a la tarea de definir lo que consideramos
una derivacion y cada uno de los componentes que forman parte de la misma. Asi,
primero introdujimos el concepto de expresion y vimos cémo combinando expresiones
lograbamos construir juicios. Luego planteamos la idea de emplear construcciones para
denotar restricciones que deberian satisfacer nuestras derivaciones y junto a ella meca-
nismos que permiten determinar la validez o no de las mismas. Finalmente esbozamos
una definicién de lo que consideraremos una derivacién en nuestra aplicacién. En
esta seccion lo que haremos serd entonces dar algunos mecanismos que nos permitan
construir y manipular tales derivaciones. Vale la pena aclarar que las modificaciones
introducidas a las reglas de tipado para PTS empleadas para la generacién de premisas
en este capitulo se corresponden a las introducidas por Barthe [Bar99].

4.4.1 Generacion de premisas y restricciones

Las definiciones que daremos a continuacién nos permitirdn desarrollar derivaciones
a partir de la generacién de premisas para los juicios que forman parte del arbol de
derivacion en el cual estamos interesados.

Lo primero que haremos serd determinar el comportamiento que deberian tener
nuestras funciones generadoras de premisas. Estas deberan recibir un juicio como ar-
gumento y retornar un conjunto de posibles premisas que conduzcan a la deduccién de
dicho juicio. Mds atn, cada elemento del conjunto de posibles soluciones no s6lo debe
contener las premisas sino que ademads indicar cudl es la regla que permite efectuar
tal deduccién junto al conjunto de condiciones que se deben verificar en caso de que
realmente optdsemos por emplear tales premisas en nuestra derivacion.

Definicion 4.41 (generacion de premisas para la regla de Axiom).
Definimos la funcién generadora de premisas para la regla de Axiom como:

gax - Ja — @((Rules, [JA],@(Constr)))

la cual esta dada por:

{(Axiom, [1, {f (M), € (N), €§ N} siT=]]

%) C.C.

gAx(FFMZN) =
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En esta primera definicién, estamos dando la manera en que se pueden construir
premisas para un juicio a través de la regla de Axiom. En esencia, lo que estamos di-
ciendo es que, si recibimos un juicio que contiene un contexto vacio, entonces podemos
decir que el mismo se obtiene a partir de la regla de Axiom si es que somos capaces
de verificar que las expresiones M y N son axiomas dentro de la especificaciéon de PTS
que estemos utilizando. Ademads, como dicha regla no contiene premisas, la lista de
premisas resulta vacia.

Uno podria cuestionarse en este momento si para retornar las premisas de un juicio,
realmente necesitamos de una lista, o si en su lugar podriamos decir que las mismas
forman un conjunto. Si bien el orden de las premisas no resulta importante para el
resultado de una derivacién, en nuestro caso particular, necesitaremos que las premisas
generadas se encuentren siempre en una misma ubicacién, lo que nos permitird hacer
algunas deducciones mds adelante. De alli que requerimos el uso de una lista y no un
conjunto.

Definicion 4.42 (generacion de premisas para la regla de Start).
Definimos la funcién generadora de premisas para la regla de Start como:

gst - Ja — 9<(Rules,[JA],9(Constr)))

la cual estd dada por:

{ ( Start,

(T F M:N) = AFEN:%[]] silC=A,(x:A) A x ¢ dom(A)
(€8 (%)), = (x. M), =% (4,M)}) }
1%} c.c.
donde 7, H es una incdgnita nueva. T

Notese que cuando pedimos que un identificador de inc6gnita sea nuevo, no sélo es-
tamos pidiendo que no esté siendo empleado en ninguno de los juicios que forma parte
del 4rbol de derivacion, sino que ademds, no se use en ninguna de las restricciones que
forma parte de dicha derivacién. Necesitamos pedir esta condicidén para asegurarnos
de que la incégnita que estamos introduciendo no entre en conflicto con alguna otra
incdgnita que se encuentre presente en la derivacién que estemos efectuando.

Refiriéndonos estrictamente al comportamiento que presenta la funcién gs;, vemos
que la misma refleja el mecanismo de generacién de premisas a partir de la regla de
Start. Es decir, dado un juicioI' - M : N, indica que el mismo puede ser obtenido
aplicando la regla de Start si es que podemos verificar que la expresién N se correspon-
de con el tipo del dltimo elemento que forma parte del contexto I" y ademads si podemos
demostrar que N se encuentra tipado por un sort.

Definicion 4.43 (generacion de premisas para la regla de Weakening).
Definimos la funcién generadora de premisas para la regla de Weakening como:

gwk - Ja — 9((Rules,[JA],@(Constr)))
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la cual esta dada por:

{ ( Weakening,
[AFM:NAEC:%[]], sil=A(x:C) A x¢dom(A)
{efus ), €8 (%)) }

%) c.C.

ng(F EM: N)

donde ?[] es una incégnita nueva. t

Al igual que para el caso de la regla Start, necesitamos que k sea un identificador
de incégnita que no haya sido empleado en ninguna parte de la derivacién. Dejando de
lado esta aclaracion, nuestra funcién gy refleja el mecanismo que conduce a la gene-
racién de premisas de un juicio a través de la aplicacién de la regla Weakening. Para
ello, dado un juicio I' = M : N establece que se puede derivar tal juicio si logramos
demostrar que M tiene tipo N en un contexto reducido (I" sin su dltimo elemento) y que
el tipo de éste ultimo elemento de I" es un sort. Claro que ademads, deberemos verificar
que M es o bien una variable o bien un sort.

Definicion 4.44 (generacién de premisas para la regla de Application).
Definimos la funcién generadora de premisas para la regla de Application como:

8ap t Ja — @((Rules, [JA],Q(Constr)))

la cual esta dada por:

gapT’ M :N) = {(Application,
2% (] s (2 [ 2% (D T 2] 2 2% ],
=5 M, 2%, 1] 2% [, =% V2% [ /201 4D3) §

donde %, [], %, [], % [], 7% [] son incégnitas nuevas. +

Mis alla de que luce un poco engorrosa la definicién de g4, si uno presta atencion
notard que no hace mds que reflejar el paso de derivacién que nos permite derivar el
juicioI' = M : N através de la regla de Application. En nuestra definicion estable-
cemos el hecho de que para poder aplicar dicha regla deberiamos ser capaces de poder
demostrar que contamos con una funcién desconocida %, [| de tipo ILx :?%, [] . %, [] ¥
ademds una expresion 7, [] cuyo tipo se corresponda con el del pardmetro que recibe
%k

I Si M refleja el resultado de aplicar 7, D al D , claramente debemos verificar que
dicha expresién representa la aplicacién de tales expresiones (M = 7, H %, D en
nuestro caso). Ademads deberiamos ser capaces de chequear que la expresion N (el tipo
de la expresion M) se corresponde con el tipo de los valores que retorna la funcién que
estamos aplicando, donde las ocurrencias del pardmetro que recibe dicha funcién son
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reemplazadas por el valor al cual ha sido aplicada la misma (N =7, [| /[?, [] /], para
nuestro caso particular).

Definicion 4.45 (generacion de premisas para la regla de Product).
Definimos la funcién generadora de premisas para la regla de Product como:

ger 1 Ja — 9((Rules,[JA],Q(Constr)))

la cual esta dada por:

{(Product,
T HEA:%[],Tx:AF B :2%[]], M Tl A B
{e§ V), €5 (% [])s €5 ([
ek (2 .2 0.M)) |
grr(THFM:N) = {(Product,
CE2%] %[ Ty A E %[ 2%,
{=F M. Ty : A%, []), =R (% [].A), c.c.

B (V) €8 (%)), ¥ (%, [])

ek (2. 2% 0.M) |

donde pedimos que %, [, %, [], %, [], %, [] sean incognitas nuevas y ademds que y sea
una variable nueva. T

La funcién gp, es la encargada de generar el conjunto de premisas a partir de las
cuales resulta posible derivar el juicio que recibe como argumento. Es decir, dado un
juicioI’ = M : N distinguimos dos casos bastantes que comparte la misma idea, pero
a través de resultados un poco diferente. Debido a que la manipulacién de expresiones
desconocidas se puede tornar un poco dificil de manipular cuando tiene asociadas una
lista de sustituciones, es que consideramos dos escenarios distintos.

e Cuando la expresion M ya denota un producto dependiente, entonces nos pode-
mos ahorrar la tarea de definir incégnitas que formen un nuevo producto depen-
diente y pedir posteriormente que esta nueva expresion sea igual a M a través
de una restriccién en nuestra derivacién. Si hiciéramos esto, debido a que las
construcciones que estariamos comparando denotan un producto, al verificar su
igualdad de acuerdo a lo expuesto en la definiciéon 4.30, necesitariamos efectuar
un reemplazo de identificadores en alguna de las dos expresiones, lo cual podria
eventualmente introducir sustituciones a una incdgnita. Expresiones descono-
cidas con listas de sustituciones anidadas podrian llegar a tornarse dificiles de
manejar al momento de verificar algunas propiedades de éstas, como por ejem-
plo laigualdad de éste frente a otras expresiones. Diferenciando el caso en que M
ya es un producto dependiente, nos estamos librando (al menos en este paso) del
inconveniente que representa trabajar con ese tipo de expresiones desconocidas.
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e Cuando M no denota un producto dependiente, entonces no existe ningtin motivo
que nos impida crear nuevas incégnitas que conformen un producto dependiente
y afiadir una nueva restriccién a nuestra derivacién que solicite la igualdad en-
tre dicho producto y nuestra expresion M. Esto se debe a que, si M no es una
expresion desconocida, muy probablemente la comparacion falle en el mismo
momento en que la efectuemos. Por otro lado, si M es una incégnita sin susti-
tuciones asociadas, al momento de efectuar la comparacién terminaremos por
asignar el valor del nuevo producto dependiente a la incgnita que denota M. Fi-
nalmente si M es una incégnita que contiene sustituciones, entonces no tenemos
manera alguna de evitarnos el problema de trabajar con este tipo de expresiones,
ya que las mismas provenian de un andlisis previo.

Como se puede apreciar, la idea es tratar de introducir la menor cantidad de in-
cognitas que podamos. Pero si en algiin punto surgieron expresiones de esta forma,
entonces no nos quedard mas remedio que lidiar con las mismas.

Dejando de lado esta distincién de casos, el resto de la funcién se comporta de ma-
nera idéntica en ambas situaciones. Es decir, genera las premisas que piden demostrar
que el argumento que recibe el producto dependiente que estamos derivando sea un
sort y que ademds asumiendo la existencia de dicho valor resulte posible probar que
el valor de retorno del producto también se encuentra correctamente tipado, siendo su
tipo igualmente un sort. Finalmente la tltima condicién que nos resta por pedir es que
el tipo del producto dependiente también se corresponda a un sort y que la relacién
entre éste y el valor recibido y devuelto se encuentre avalada por alguna regla de la
especificacion del PTS que estemos utilizando.

Definicion 4.46 (generacion de premisas para la regla de Abstraction).
Definimos la funcién generadora de premisas para la regla de Abstraction como:

gap : Ja — 9((Rules,[JA],QZ(Constr)))

la cual esta dada por:
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{ ( Abstraction,
C,x:AF B:B,TFN:%[,
ey}
{ (Abstraction,
T,x:AF B :2%][],
T (% [ %) %[,
(=R (N, 2%, [] - 2%, ),
ek () }
{ (Abstraction,
gw(l FM:N) = IOy A" B2 [] « B
C'EN 2%, m,
{=RM,hy A2 [)),
ek 6 }
{ ( Abstraction,
Tz % (] F2%]] %
I'F (TIz 2, H - My H
{=R Mz ][] %)),
=R (N,Tz:%, [] - 2%, [])
ek (u )}

si M=2Ax
N=Ily:

si M=2Ax
N #Ily:

si M#Ax
N=Ily:

Ik
) ()k4 H

donde pedimos que 7, H s Ty H - H o H sean incégnitas nuevas y ademads que z sea
una variable nueva. T

Como podemos apreciar, la funcidn g4, genera las premisas y restricciones que se
deberian satisfacer para que un juicio sea derivado a partir de la aplicacién de la regla
Abstraction. Al igual que lo ocurrido para el caso de la funcién gp,, optamos por dividir
el conjunto de soluciones posibles por casos, segun la forma que adopte el juicio sobre
el cual estamos interesados en generar la informacion.

Una vez mds, ya que el manejo de incégnitas que contienen sustituciones se en-
cuentra mas limitado que el de incdgnitas sin sustituciones asociadas, tratamos de evi-
tar la primer clase de expresidn tanto cuanto podamos. En este caso, para lograrlo,
analizamos la estructura que presenta el juicio recibido como argumento por la funcién
gap- Como sabemos, una de las situaciones que conduce a la obtencién de incégnitas
con sustituciones se da cuando queremos comparar dos abstracciones o productos de-
pendientes entre si. Debido a que la variable capturada en ambos casos puede diferir
de una expresion a otra, por lo general para verificar la igualdad entre tales expresiones
debemos efectuar una sustitucion de variables sobre una de las expresiones analizadas.
Si ésta contiene incdgnitas, podemos potencialmente finalizar con la clase de expre-
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siones que estamos tratando de evitar. Para no caer en esta situacién, dividimos el
comportamiento de nuestra funcién de acuerdo a los siguientes casos:

e Si el término y el tipo que forman parte del juicio ya tienen la forma de una
abstraccién y un producto dependiente, entonces empleamos las mismas expre-
siones que forman parte de éstos para construir las premisas y restricciones que
necesitamos.

e Si s6lo una de las expresiones se encuentra parcialmente definida (presenta la
forma de una abstraccién o un producto), entonces se emplean las expresiones
de ésta y se generan incégnitas s6lo para la expresioén que no posee la estructura
en que estamos interesados.

e Sini el término ni el tipo denotan una abstraccién y un producto respectivamente,
entonces se generan incognitas para definir ambas expresiones.

Desde luego que, mientras mds definidas se encuentren las expresiones involu-
cradas, menos incégnitas deberemos generar y menos restricciones deberan ser veri-
ficadas.

Definicion 4.47 (generacion de premisas para la regla de Conversion).
Definimos la funcién generadora de premisas para la regla de Conversion como:

gco P Ja — @((Rules, [JA},@(Constr)))

la cual esta dada por:

gcoTHFM:N) = {(Conversion,
T+M:%[.T+FN:2%[]
{8 ), =f 2% D)}

donde pedimos que 7, H s Yy H sean incOgnitas nuevas. T

La funcién g¢, es la encargada de generar el conjunto de premisas y restricciones
que deben ser verificadas para que un juicio pueda ser derivado a través de la regla de
Conversion. Para expresar ésto, dado el juicio I’ = M : N se generan dos nuevas in-
cognitas, la ?; [| yla 2, []. Establecemos ademds que se deberfa demostrar que M tiene
tipo 7 H y que ademds esta incGgnita es -equivalente a la expresién N. Finalmente
declaramos que para que la regla sea aplicable deberiamos ser capaces de verificar que
N tiene tipo sort.

Definicion 4.48 (generacion de premisas y restricciones).
Definimos la funcién generadora de premisas y restricciones para juicios gen como:

gen : Jy — @((Rules, [JA},@(Constr)))
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la cual se encuentra definida por:

gen'FM:N) = gauTFM:N) U
g M :N) U
ng(F FM: N) U
gap(T - M :N) U
¢r(CHM:N) U
gAb(F FM: N) U
gc,,(F M : N) T

Esta nueva funcién no hace mas que combinar los resultados obtenidos por el
resto de las funciones generadoras que definimos anteriormente. Asi, si para un juicio
dado existen multiples reglas que nos permitan derivarlo, entonces todos los posibles
caminos de derivacién se verdn reflejados como elementos del conjunto retornado por
la funcién gen. Desde luego que s6lo nos interesardn aquellas premisas que se encuen-
tren asociadas a restricciones que no resulten falsas. Por ese motivo, necesitaremos de
un procedimiento que nos permita filtrar las soluciones que podrian ser verificadas de
aquéllas que no podran serlo.

Definicion 4.49 (filtrado de soluciones).
Definimos la funcién de filtrado de soluciones obtenidas a través de la generacion de
premisas como:

fSols : @(Constr) X @((Rules, [Ja], ,@(Constr))) —
ﬁ((Rules, [Ja], 2 (Constr), [Subst], 9(C0nstr)))
dada por:

check

{(r, js/subs,csnew,subs,gcnew)} U si ([],gc U cs) =

FSols (gc, {ersnex, (1 js,cs)}) = fSols (gc,{e1,...,ex}) (subs, gcnew)
fSols (gc,{e1,...,ex}) c.c.
fSols (gc, @) = O
donde: A R
([J, es) = (815---,0m, CSnew) t

Bésicamente, esta nueva funcién lo que nos provee es de un mecanismo de fil-
trado de soluciones obtenidas a través de la funcion gen. La funcién fSols recibe dos
argumentos. El primero denota el conjunto de restricciones globales que debe satis-
facer la derivacion en la cual se ubica el juicio para el cual estamos intentando calcular
las premisas. El segundo elemento es un conjunto de posibles soluciones obtenidas a
través de gen. Para efectuar el filtrado de soluciones, lo que hacemos es, para cada una
de las potenciales soluciones, tomamos las restricciones que se corresponden a dicho
caso, combinamos éstas con las restricciones globales y si este nuevo conjunto resulta
verdadero o al menos reducible, entonces tomamos dicha posible solucién como valida.

La funcidn retorna como resultado un conjunto de soluciones cuyas restricciones
han demostrado no ser falsas. Cada elemento de dicho conjunto estd compuesto por:
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e La regla por la cual se puede deducir el juicio original a partir de la lista de
premisas que se estd retornando.

e La lista de premisas a partir de la cual se puede derivar el juicio para el cual
estamos generando premisas y restricciones.

e El conjunto de restricciones que se afiadirdn al conjunto de restricciones vigentes
en la derivacion al cual pertenecia el juicio original.

e La lista de sustituciones de incognitas que se pudieron deducir a través del pro-
ceso de verificacion de restricciones.

e El nuevo conjunto de restricciones que se deben verificar en la derivacién sobre
la cual se estd trabajando.

Algo que vale la pena hacer notar, es que la lista de sustituciones de incdgnitas
que fueron deducidas ya son aplicadas a la lista de premisas, de modo que una vez
que decidamos qué solucién del conjunto retornado por fSols usaremos, s6lo debemos
aplicar dichas sustituciones al resto de los juicios que conforman la derivacién.

Empleando esta dltima funcién, estamos en condiciones de dar la funcién genera-
dora de premisas y restricciones verificables para un juicio dado.

Definicion 4.50 (generacion de premisas y restricciones verificables).
Dada la derivacién (dt,{ci,...,cn}), y un juicio j, tal que j € dt, definimos la funcién
generadora de premisas y restricciones verificables para dicho juicio como:

gFindSols : 2P (Constr) X Jy —
@((Rules, [Ja], P (Constr), [Subst], @(Constr)))

dada por:
gFindSols (cs, j) = fSols (cs, gen (j)) T

Esta ultima funcién es muy sencilla y nos sirve para obtener los elementos en los
que estdbamos interesados desde un comienzo. Esto es, dado un conjunto de restric-
ciones iniciales y un juicio, nos retorna un conjunto de tuplas que representan cada uno
de los posibles caminos de derivacién que nos pueden conducir a dicho juicio (en un
solo paso de derivacidon) junto a las restricciones que deberemos verificar y los cambios
que introduce cada uno de ellos.

4.4.2 Eliminacion de premisas

En la seccidén anterior vimos los mecanismos que empledbamos para generar premisas
y restricciones a partir de un juicio dado. En esta nueva seccién nos concentraremos
en el proceso inverso, es decir, los mecanismos con que contamos para eliminar las
premisas de un juicio dado. Pero como veremos, no sélo estaremos interesados en
borrar dichas premisas de nuestra derivacidn, sino que ademds requeriremos que toda
la informacién deducida a partir de las mismas pueda ser igualmente suprimida.

Una primera aproximacién a la solucién de este tipo de problemas, consistiria en
simplemente deshacernos de las premisas en cuestion. De todas formas, si hiceramos
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esto no estariamos descartando la informacién que fue adquirida a partir de la genera-
cion de las mismas. Para poner un ejemplo, supongamos que bajo la especificacién de
PTS para el sistema AC, tenemos la siguiente derivacién:

I F?OH Dok

Evidentemente, podriamos comenzar a construir nuestra derivacion aplicando, en-
tre otras posibilidades, la regla de product o de application. Supongamos que optamos
por la primer opcidn, de modo que la derivacion resultante serfa de la forma:

0F1[] %] e []] F 2] 2 %]
0k Ty 2] 22] & *

pr

Donde ademads atin nos restaria por satisfacer el siguiente conjunto de restricciones:

{ek (a[].2%[] %), €5 (B[]), €5 ([}

Pero mds importante, resulta notar que la incégnita ?¢ D ha sido sustituida por I'lxg :
N H .1 D, de modo que si ahora quisiéramos eliminar las premisas generadas, para
aplicar digamos, la regla de application, y nuestro proceso de eliminacién se limitara
sOlo a eliminar las premisas, obtendriamos como resultado la derivacion:

0k T[] 2%2] & *

A partir de la cual, evidentemente no podemos aplicar la regla de application tal y
como sucedid en un comienzo. Mds atin, el conjunto de restricciones se mantienen, atin
cuando éstas ya han dejado de ser requeridas. Todo esto se deba a que, simplemente
eliminando las premisas, no nos hemos deshecho de la informacién aprendida a través
del uso de la regla de product.

Una segunda aproximacidn consistiria en recalcular las restricciones y premisas
para cada uno de los juicios que se encuentran entre la raiz de la derivacién y el juicio
para el cual estamos eliminando sus premisas. Pero esta nueva tdctica tampoco nos
brinda los resultamos esperados, ya que podria suceder que en algin punto estemos
utilizando las reglas application, abstraction o product, 1o cual nos diseminaria el pro-
blema en varias de las ramas que forman parte del 4drbol de derivacion.

Pero incluso algo més problemadtico que ésto consiste en determinar cual es el nuevo
conjunto de restricciones que deberia ser satisfecho. Esto se debe a que nada nos
garantiza que dicho conjunto sea en realidad un subconjunto del conjunto actual, ya que
algunas de las restricciones actuales podrian haber sido obtenidas a partir del anélisis
de otras més complejas que ya han dejado de existir como una unidad de restriccion.

De modo que el tnico camino que nos queda por considerar consiste en efectuar la
reconstruccion total de la derivacidn, para lo cual requeriremos de las funciones gene-
radoras definidas en la seccién anterior. Para llevar a cabo la eliminacién de premisas,
procederemos de la siguiente manera.

Primero, tomaremos el arbol de derivacion del cual partimos, y quitamos los nodos
correspondientes a las premisas del juicio sobre el cual estamos aplicando la elimi-
nacién de premisas. Luego, empleando la informacién que nos brindan las reglas que
empleamos en cada uno de los pasos de derivacién que atin se conservan en nuestro ar-
bol, estaremos en condiciones de reconstruir parcialmente desde cero el nuevo arbol de
derivaciones, lo cual en el proceso afiadira algunas restricciones de las que ya tenfamos
antes de efectuar el borrado de premisas.
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Debido a que las premisas que eliminamos solo podrian haber introducido informa-
cién a la derivacién modificando el valor de las incégnitas presentes en el juicio al cual
derivaban, tomaremos el conjunto de incdgnitas que ocurren en éste Como nuestro con-
junto de incégnitas “interesantes”. Mds adelante veremos el tratamiento que le damos
a éstas. Finalmente, empleando la informacién de las expresiones y contextos aun con-
tenidos en el viejo arbol de derivaciones, podremos completar algunos de los detalles
que nos queden en nuestro nuevo arbol, obteniendo asi un drbol similar al original,
salvo los juicios y restricciones introducidos por las premisas que eliminamos.

Para que todo este proceso se pueda llevar a cabo, requeriremos de una funcién
auxiliar que nos provea de las premisas y restricciones que se corresponden a un juicio
dado a través de una regla particular. Algo similar ya habiamos considerado al mo-
mento de definir las funciones generadoras de premisas en la seccion anterior, de modo
que emplearemos las funciones que definimos en ese entonces. Lo que necesitamos
ahora es de una funcién que nos permita introducir la regla que estamos interesados
utilizar como un argumento de la misma.

Notacion 4.10 (proyecciones):

Dada un n-upla de la forma (ey, ..., e,), definimos la funcién de proyeccién del i-ésimo
elemento de la misma a través de la funcién ;, de modo que:
W (e1,...,en) = € o

Definicion 4.51 (appRule, aplicacion de reglas a juicios).
Dado un juicio j € J4 y una regla rg € Rules, definimos la funcién:

appRule : J4 X Rules — @(([JA], 9(Constr))>

la cual se encuentra dada por:

appRule (j,r) = (Asol.(m, sol,m3 sol)) solSet

donde:

gax (j)  sir=Axiom

gst (j)  sir=Start

gwk (j) sir = Weakening

solSet =S gap (j) sir=Application

gpr (j)  sir= Product

gap (j)  sir=Abstraction

gco (j)  sir=Conversion
y ademds dada una tupla (ey,...,e,), denotaremos por T; la proyeccién del i-ésimo
elemento de dicha tupla. T

Aqui no debemos confundir la notacién A que empleamos para construir una fun-
cién con el A que empleamos como constructor de expresiones en E4. De aqui en
adelante se tornara algo frecuente el uso de la notacién A en la definicién de funciones,
por lo que deberemos prestar especial atencién para poder diferenciar cuando se esta
empleando en el contexto de E4 y cuando no.
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Una de las etapas fundamentales que forman parte de la reconstruccién de una
derivacién consiste en armar un drbol de derivacién empleando solamente la informa-
cién provistas por las reglas contenidas en el antiguo 4rbol de derivacion. Esto es, dado
un arbol de reglas y un juicio, deberfamos ser capaces de emplear dicha informacién
para intentar reconstruir, al menos en forma parcial, una derivacién que contenga como
raiz el juicio del cual partimos.

Definicion 4.52 (construccion de derivaciones a partir de arboles de reglas).
Dado un 4rbol formado por reglas del conjunto Rules y un juicio j € J4, definimos la
funcion:

mkDerRule : Tree Rules x Jy — Derivationy,

dada por:

mkDerRule ((r,[r1,...,1]), j) =

((Gr)0).2)  siappRule (jr) =2
B c.c.
donde:
[(dr1,est),y..., (dtg,cs;)] = [mkDerRule (r1,p1'),. .. ,mkDerRule (ry, pi')]

jo= /8%
pi pi/&  Yie{l,.. k}
st = [dn/¥,...,dt /8]

Como dijimos, esta funcién nos permite obtener derivaciones a partir de un juicio
si es que conocemos la secuencia de reglas que aplicaremos en cada paso de dicha
derivacion. Para lograrlo, hacemos uso de la funcién auxiliar appRule que nos permitia
obtener la lista de premisas y el conjunto de restricciones generadas al aplicar una regla
sobre un juicio. Aqui se hace evidente porqué al definir las funciones generadoras
de premisas pediamos que las mismas se retornaran en una lista y no un conjunto.
Como tales funciones retornan las premisas siempre en el mismo orden, resulta posible
emplear la informacion de las reglas empleadas en una derivacién, para construir una
derivacidn similar.

En nuestra dltima funcidn, al recibir un arbol de reglas junto a un juicio a partir
del cual estamos interesados en construir la nueva derivacidn, analizamos los resul-
tados posibles de aplicar la regla raiz al juicio recibido. Si no existe ninguna premisa
posible para tal juicio, entonces retornamos la derivacién que consta de un solo paso de
derivacién conformado por el juicio y la regla en cuestion, sin ninguna premisa posible.

Por otro lado, si al aplicar la regla raiz (r) al juicio que recibimos (j) obtenemos
una posible solucion (recordemos que de acuerdo a nuestra definicion 4.51, dicho
conjunto consta de un solo elemento), emplearemos entonces la informacién que ésta
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nos brinda para generar un nuevo paso en la derivacion. Al aplicar appRule, obten-
dremos entonces la lista de premisas para el juicio j, junto a las restricciones que se
deben verificar en el paso que estamos generando. Si este conjunto de restricciones es
al menos reducible, entonces obtendremos un conjunto de condiciones mas sencillas
junto a una secuencia de sustituciones ya deducidas. Si aplicamos dichas sustituciones
a las premisas generadas a través de appRule, y empleamos la informacién del ar-
bol de reglas, entonces recursivamente podemos obtener los arboles de derivacién y
las restricciones que deben satisfacer cada una de las derivaciones que conducen a las
premisas de j empleando la regla r.

Si las restricciones que habiamos obtenido en un primer momento, junto a las
nuevas que obtenemos por recursién son verificables, entonces no tenemos mas que
aplicar las sustituciones que hayamos deducido sobre los drboles de derivacién y el
juicio j. Con las sustituciones ya aplicadas segin corresponda, podemos emplear los
arboles obtenidos para construir la nueva derivacién y complementar a ésta con el re-
sulta de reducir el conjunto formado por todas las restricciones que habiamos obtenido.

Empleando esta nueva funcidn, estamos en condiciones de definir un mecanismo
que nos permita duplicar una derivacion empleando solo la informacién que nos proveen
las reglas empleadas en cada uno de los pasos que constituye la misma. Pero antes de-
jaremos en claro a qué nos estamos refiriendo cuando hablamos de efectuar un mapeo
sobre un drbol finitario.

Definicion 4.53 (mapeo de arboles finitarios).
Definimos el mapeo sobre drboles finitarios a través de la funcién:

tMap : (a — b) X Treea — Tree b
dada por:

lM(lp (f7 (ez[St]a"'7Stl’l])) = (f e, [fMllp (f,stl),...,tMap (f,Stn)]) T

Definicion 4.54 (reconstruccion de derivaciones a través de sus reglas).
Dada una derivacion (dt, cs), definimos la funcién reconstructora de derivaciones:

rebuildDer : Derivation — Derivation,,
definida como:
rebuildDer (' = M : N, r), st) = mkDerRule (tMap (n,,dt),T -2 D : N)

donde:
dt = (T'FM:N,st) t

Bdsicamente, el pardmetro tMap (Tp,dt) nos permite construir un drbol confor-
mado por las reglas que se emplean en la derivacién original. Una vez que tenemos
dicho arbol, ya estamos en condiciones de utilizarlo para reconstruir (al menos parcial-
mente) una nueva derivacién empleando tal informacién. El problema aqui se traduce
entonces en determinar cudl es el juicio del cual debemos partir en la construccién de
la nueva derivacion.

100



4.4 MANIPULACION DE DERIVACIONES Eliminacion de premisas

Resulta claro que, debido a que el término que forma parte del juicio es el compo-
nente principal que debemos determinar y cuya estructura resulta desconocida en un
primer momento, podemos descartar la informacién que nos brinda éste y reemplazarlo
por una incdgnita, en nuestro caso ?g [] Con el contexto y el tipo que conforman el
juicio no ocurre lo mismo. Es decir, estos dos componentes forman parte de la informa-
cién inicial con que contamos para desarrollar nuestra derivacién, de modo que éstos
no pueden ser descartados.

Si bien la ocurrencia de incdgnitas puede darse en cualquier trozo de la derivacion,
resulta cierto el hecho de que desde un comienzo conocemos completamente el con-
texto y el tipo (teorema) que usaremos en nuestra derivaciéon. Més aun, debido a que
el contexto y tipo son conocidos completamente desde que comienza el proceso de
derivacién, podemos estar seguros que al menos éstos no contienen incégnitas y por
lo tanto no han adquirido nueva informacién por medio de la deduccion de reglas que
hayamos efectuado. De este modo, podemos emplearlos sin ninguna preocupacién
como el contexto y la expresion que denota el tipo desde los cuales iniciaremos la
construccion de la nueva derivacion.

Un punto a destacar es que, como ya debe resultar evidente, los nombres de va-
riables e incognitas presentes en la nueva derivacion, no necesariamente deberian ser
los mismos que los que ocurren en la derivacion de la cual partimos. Més atn, en la
derivacion original es posible que algunas incégnitas hayan sido asignadas a valores
mediante la intervencién directa del usuario, y este tipo de informacién no puede ser
generada a partir del uso exclusivo de las reglas. Para resolver este tipo de inconve-
nientes necesitaremos de la ayuda de algunas funciones auxiliares cuya tarea serd la de
completar el nuevo drbol de derivacién empleando informacién del original.

Definicion 4.55 (chequeo de sustituciones).
Definimos la funcién de verificacién de sustituciones:

textSubs : Subst’ — Subst,;

dada por:

testSubs ([E1 /i1, .. Ex—1/ik—1,Exs1/iks1s- - En/in])

siEIj,kE {1,,71} i<k A l]:lk /\Ej:(xEk
> sidjke{l,...,n}: j<kANij=ix NEj#q Ex
[E1/iv,...,Ey/in] c.c.

testSubs ([E1/i1,...,Eq/in]) =

T

Como ya mencionamos anteriormente, al reconstruir una derivacion existe un con-
junto de incégnitas que consideramos interesantes. Al analizar cada uno de los elemen-
tos que conforma la derivacién podremos deducir algunos valores a los cuales pueden
ser asignados estas incognitas. Una vez que hayamos estudiado todos ellos, necesitare-
mos combinar los resultados hayados en una tnica solucién. La funcién testSubs nos
provee este mecanismo. Dicho de otro modo, combinando todas las asignaciones que
hayamos podido deducir, la nueva funcién verifica que no existan asignaciones dupli-
cadas. En caso de que se encuentre dos incégnitas con asignaciones, se chequea que
tales asignaciones sean o.-equivalentes.

Ahora que ya hemos determinado en qué manera unificaremos los resultados de
asignaciones interesantes que vayamos encontrando, estamos en condiciones de definir
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las funciones que nos permitirdn completar nuestro nuevo arbol de derivaciones em-
pleando la informacién que nos brinda el drbol original. Para ello, comenzaremos por
exponer la funcién encargada de combinar dos expresiones de Ej.

Definicion 4.56 (combinacion de expresiones).
Definimos la funcién de combinacién de expresiones:

mergeExpr © P (N) x Subst x Eq x Ex — (Ey, Subst’ s

dada por:
mergeExpr (ks,d,s1,52) _ { (s1,[]) sisi=s
>J c.c.
mergeExpr (ks,8,vi,v2) _ { (vi,[]) sivi=12/8
> c.c.
mergeExpr (ks,, (My N1), (M N2)) = (M8 (LN 8). (M N8 7)),

testSubs (8, #87))s
mergeExpr (ks,8,Ni,N2) )
mergeExpr (ks,d,M;,M>)

mergeExpr (ks,8,(Ax; : My .N1),Ax2 : My .Na) = (A(M',8).(A(N',83).(A87.(Ax1 : M' . N',87))q
testSubs (8, #87))s
mergeExpr (ks,d3#[x1 /x2],Ni,N2))s
mergeExpr (ks,d,M,M>)

mergeExpr (ks,8,([x; : My .N1),Ax2 : M. N2) = (AM(M',8).(A(N',83).(A8.(Tlxy : M. N',87))q
testSubs (8, #87))s
mergeExpr (ks,d3#[x1 /x2],Ni,N2))s
mergeExpr (ks,d,My,M>)
? M i
mergeExpr (ks,5,M, %)) _ { E ([].0a/k]) sk e ks

M.])) c.C.

(%[[81/8,...,8,/8]],]) sik€ks
mergeExpr (ks,0,M,%|81,...,8,|) =
| ] (M, ]) c.c.
mergeExpr (ks,d,M,N) = ba  para todo otro caso
donde si para cadai € {1,...,n}, tenemos que:

5i:[E{/x’i,...,Eli/xf]
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d;/d significara: _ _ 4 '
[(E1/8)/x1,-, (E(/8) /X)) T

Tratemos ahora de comprender un poco que hace nuestra funcién mergeExpr.
Como ya dijimos, ésta sera la encargada de complementar la informacién faltante de
las expresiones que forman parte de la nueva derivacién con la informacién brindada
por las expresiones que componen la derivacién original. Para entender su compor-
tamiento, primero veamos los pardmetros que ésta recibe. En primer lugar toma un
conjunto de naturales, el cual declara el conjunto de identificadores de incégnitas que se
consideran interesantes en la derivacién que estamos replicando. El segundo pardmetro
denota las sustituciones de identificadores (variables) que hemos podido determinar
hasta el momento. Los tltimos dos argumentos representan las expresiones a ser com-
binadas. El primero se corresponde con la expresion existente en la derivacion original
y el segundo con la generada. Como resultado, retorna un par compuesto por la expre-
sion resultante de la combinacion y la sustitucién de identificadores interesantes que se
haya logrado deducir del proceso de combinacién.

Como ya dijimos, el proceso de construccién de una derivacion a partir de un arbol
de reglas, nos construye una derivacién idéntica a la original excepto renombre de
variables, identificadores de incdgnitas y valores asignados a ellas. Con esta nueva
funcidn, planteamos una solucién a este problema, proveyendo de un mecanismo de
combinacién de expresiones.

Si las expresiones analizadas se corresponden con dos sorts, entonces ambas expre-
siones resultan combinables y la expresion retornada es uno de estos sorts. Lo mismo
ocurre en el caso de las variables, con la salvedad de que debemos verificar que la va-
riable perteneciente a la expresion original sea idéntica a la variable generada aplicando
la sustitucién de identificadores que ya hemos logrado deducir.

El caso de la aplicacién, abstraccion y producto dependiente son muy similares
entre si. Basicamente lo que se hace es combinar las subexpresiones intervinientes y
unificar las asignaciones de incdgnitas interesantes que hayamos encontrado. Una vez
hecho esto, podemos construir una expresiéon como resultado de la combinacién de
los dos pardmetros recibidos. Si en alguna etapa de la combinacién se llega a una no
solucion (), entonces éste simbolo es retornado.

En el caso en que la expresion generada se corresponda con una incognita sin susti-
tuciones, debemos verificar si el identificador de la misma se corresponde con una
incdgnita interesante o no. Si lo es, entonces retornamos la misma incégnita, pero
declaramos una sustitucién que indica que dicha incégnita puede ser sustituida por la
expresion contra la cual fue comparada. Si la incégnita no resulta interesante, entonces
resulta evidente que podemos sustituir la incégnita por la expresién original.

Por otro lado, si la incégnita se presenta junto a una lista de sustituciones y el iden-
tificador de la misma se encuentra en el conjunto de incdgnitas interesantes, entonces
no podremos determinar que efectivamente dicha incégnita pueda ser sustituida por la
expresion con la cual la estamos comparando. Sin embargo, al menos podemos aplicar
la sustitucién de variables que hayamos podido deducir a las sustituciones que forman
parte de la incégnita. En cualquier otro caso, la combinacién no resulta factible.

Siguiendo el mismo principio, podemos ir un poco mas lejos, y declarar una funcién
similar que trabaje sobre los contextos.
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Definicion 4.57 (combinacion de contextos).
Definimos la funcién de combinacién de contextos:

mergeContext : P (N) x Cy x Cy — (Ca, Subst’, Subst )y

dada por:

mergeContext (ks, (T,x: M), (A,y:N)) (A (©,82,8¢). (M(E,82). (A" ((©,x:E), 87, 8c#[x/Y]))ex
testSubs (8. #8}))u
mergeExpr (ks,8c,M,N))s
mergeContext (ks,T",A)

(0. 0.0

mergeContext (ks, [], [])

Esta nueva funcién se comporta de manera similar a la que definimos anteriormente
para la combinacién de expresiones. De todas formas existen algunas diferencias que
vale la pena rescatar. En primer lugar, los parametros y el valor retornado presentan
algunos cambios. A diferencia de la funcion para expresiones, la referida a contextos
no recibe como argumento una sustitucién de identificadores. Esto se debe a que, de
acuerdo a lo establecido por el lema 2.1, las variables que ocurren en un contexto se
encuentran autocontenidas en el mismo. Por otro lado, se afiade un nuevo elemento a la
tupla retornada. Este se corresponde con una sustitucién de identificadores, las cuales
pueden ser deducidas al comparar ambos contextos.

Algo que puede que aun no resulte del todo evidente, es que varios de los supuestos
que utilizamos (como el orden de las premisas y su correspondencia con las reglas ya
generadas o el orden de los elementos que forman parte de un contexto) se encuentran
fundamentados sobre el hecho de que las funciones generadoras retornan para casos
idénticos, resultados iguales respetando incluso el orden de éstos.

Volviendo al comportamiento particular de la funcién mergeContext, vemos que
primero intenta combinar los tramos iniciales de los contextos comparados. Si ésta
puede ser llevada a cabo sin ningiin inconveniente, se procede a realizar la combinacién
de las expresiones que forman parte del Gltimo par que compone los contextos recibidos
como argumentos. Si esta nueva combinacidn resulta igualmente exitosa, se verifica
que las asignaciones de incégnitas que se hayan podido deducir no se contradigan entre
si, retorndndose el contexto combinado, junto a la sustitucion de incégnitas resultante.
Ademas se devuelve una sustitucién que contiene las asignaciones de identificadores
que se deben efectuar para convertir los elemento del dominio del contexto generado
en elementos del dominio del contexto original.

Yendo un nivel mds arriba, podemos definir la funcién encargada de combinar el
juicio original junto al generado.

Definicion 4.58 (combinacion de juicios).
Definimos la funcién de combinacién de juicios:

mergeJudgement : P(N) x Jy x Jy — (Jy, Subst’)p

dada por:
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mergeJudgement (ks,T1 = My : Ni,To B My : N;) =
(A (©,82,8¢). (M(M',8},). L(N',87). A8 (@ = M' : N',87))w
testSubs (8. #8}#87))m
mergeExpr (ks,d¢c,Ni,N2) )
mergeExpr (ks,0¢c,M{,M>))s
mergeContext (ks,T'1,T) ¥

A esta altura ya deberia resultar evidente el comportamiento que presenta esta
nueva funcién. La tdnica diferencia que presenta respecto a las que vimos anterior-
mente es que, como ésta neva funcién se encarga de los juicios, primero efectda una
combinacién de los contextos involucrados, luego de las expresiones y si no existe
ninguna contradiccién, entonces construye un nuevo juicio que conserva la forma del
juicio generado con la informacién provista por el juicio original.

Siguiendo el mismo razonamiento, podemos extender la nocién de combinacién a
los arboles de derivacion.

Definicion 4.59 (combinacion de arboles de derivacion).
Sea DT el conjunto de los drboles de derivacion que dimos en la definicion 4.37.
Definimos entonces la funcién de combinacién de arboles de derivacion:

mergeDerTree : P(N) x DT x DT — (DT, Subst" )y

dada por:

mergeDerTree (ks, ((j,r), [st1,-..,sta]), (), [st1’,...,st,])) =

0w ).
(A (dn, 8)).
(A (dtn, B,).
(A8
((Cinew, 1), [dtr, ... dt]), 87))%
testSubs (8] # ... #8] #8udge) s
mergeDerTree (ks, sty, sty'))s

mergeDerTree (ks, sty, st’))sa
mergeJudgement (ks, j, j')

Como ya dijimos, los juicios pueden ser procesados como unidades independientes
una de las otras, por tal motivo, nuestra funcién combinadora de drboles de derivacion
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no tiene que hacer mas que combinar los juicios raiz de ambos drboles y luego lla-
marse recursivamente sobre cada uno de los drboles que descienden del juicio raiz. Si
tras analizar todos los subdrboles, ninguna sustitucién se contradice, entonces pode-
mos retornar el drbol resultante de la combinacidn, junto a la posible asignacion de
incdgnitas a expresiones.

Con las funciones que hemos dado hasta este momento nos basta para reconstruir
un arbol de derivacién empleando otro drbol como modelo. De todas formas, para
poder reconstruir una derivacion, también deberiamos ser capaces de determinar el
conjunto de restricciones que deben acompafiar a la nueva derivacién. Una primera
aproximacién podria consistir en emplear las funciones generadoras dadas en la sec-
ciéon 4.4.1. Pero para este caso, las funciones definidas anteriormente no nos serdn
de utilidad. Esto ocurre como consecuencia de que éstas recibian como pardmetro un
juicio y partir del mismo generaban una lista de premisas junto a un conjunto de restric-
ciones. Ahora, sin embargo, la lista de premisas para cada juicio ya resulta conocida,
de modo que sélo requerimos de la generaciéon de premisas dado un juicio junto a
sus premisas. Para poder lograrlo, debemos definir una nueva funcién constructora de
restricciones.

Definicion 4.60 (construccion de restricciones).
Definimos la funcién constructora de restricciones:

constrG : [J4] X Rules — PP(Constr)s

dada por:
constrG ([[| F M : NJ, Axiom) = {eB M), e’ (N), R (M N)}
constrG ([(T,x:A F M : N), ARV, =R (x,M), =R (A,N),
(T = M : N'), Start) B =R (M',N)}
constrG ([T,x:C = M : N), R

{GVUS ( ) €5 (NH)7 =R (CvN//)

LM :N), = R(M.M"), =R (N,N'")}

(
(T = M" . N"), Weakening)
constrG ([T = M : N),

(T M N, =

(T,x:A = M" : N"), Product)
constrG ([T = M : N),

(Cx:C =M : N, =

(T = M" . N"), Abstraction)
constrG ([T F M : N),

(CE M :IIx:A.B), =

(T = M" . N"), Application)
constrG ([T = M : N),

{=R(M,TIx:A.M"), =R (M’ A),
€5 (N'), €5 (N"), €f (N',N",N)}

{=R (M ,Ax:C.M"), =R (N, TIx:C.N'),
=R (N,M"), €§ (N")}

{:R (M,M/ 1‘4//)7 _R (A,N”)7
=K (N,B/[M"/x])}

{_R (M M/) _R (N,M”), €§ (N”),

(T = M : N, = ,
| _E (V.V}
(C = M" : N"), Conversion)
constrG ([ji, ... , jn), NoRule) = o

y para los casos no contemplados anteriormente decimos que:

constrG ([ji1, .-y ju),7) =14 l
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El lector atento notard que la lista de juicios que recibe como parametro esta funcién
se corresponden el juicio y las premisas de éste que podrian ser obtenidos a través de
la aplicacién de una regla de derivacion en particular. El primer elemento de la lista se
corresponde con el juicio derivado y el resto de la lista con las premisas de éste. Notese
que aqui, una vez mads, resulta importante el orden en que vienen dadas las premisas,
ya que se esta haciendo una suposicién sobre dicho orden.

Dada una lista de juicios y una regla, esta nueva funcién nos genera la lista de
restricciones generales que se deberian satisfacer en cada caso. Algunas de las restric-
ciones generadas pueden resultar redundantes, pero dado que no sabemos cudn com-
pleto se encuentran los juicios analizados, debemos considerar todas las posibilidades.
Esto no quita el hecho de que en la mayoria de los casos practicos, muchas de las
restricciones generadas puedan ser descartadas ya que pueden ser verificadas trivial-
mente.

Haciendo uso de esta nueva funcién auxiliar, podemos declarar ahora si una funcién
que nos permita reconstruir la informacion referida a restricciones para una derivacién
dada, que si recordamos era el componente que nos estaba faltando a la hora de generar
una nueva derivacién a partir de un trozo de otra derivacion.

Definicion 4.61 (recostruccion de restricciones para derivaciones).
Definimos la funcidn de reconstruccion de derivaciones:

rebuildConstr : DT — ([Subst’], 2 (Costr))

dada por:

rebuildConstr ((j,r), [((p1,71),8t1)s - (Pny1n),880)]) =
(Acs.
(A (8], cs1).

(M (8., csn).
(A5,
(8?, Csnew))bd

testSubs (8] # ... #8.#8.,.,) )

new

rebuildConstr ((pn,rs), Sta) s«

rebuildConstr ((p1,r1), st1) )
constrG ([j,p1y--,Puls 1)

todo esto si:
check 9

(I, esUesi Uest U...Ucsy) = (B0s CSnew)

en caso contrario, decimos que:

rebuildConstr ((j,r), [dty,...,dt,]) = T
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En lineas generales, la funcién de recostruccidn de restricciones para derivaciones
recibe como argumento un drbol de derivaciones y a partir de éste construye un con-
junto de restricciones que deben ser varificadas para que el drbol pueda ser comple-
tado. Para construir tal conjunto, primero se generan las restricciones junto a la lista
de sustituciones deducidas tanto para el juicio principal como para los subarboles que
conforman las premisas de dicho juicio. Si la operacién hasta aqui ha tenido exito,
procedemos a unificar las sustituciones que encontramos hasta ese momento junto a
las deducidas en el proceso de verificacioén de las restricciones que hayamos podido
generar. El resultado de esta unificacion junto al conjunto de restricciones resultantes
conforman el valor retornado por la funcién.

Finalmente, nos encontramos en condiciones de construir una funcién que nos per-
mita eliminar las premisas de un juicio que forma parte de una derivacion, junto a la
informacion que se haya podido deducir a través del uso de tales premisas. En nues-
tra siguente definicién, estamos asumiendo que el argumento df que recibe nuestra
funcién se corresponde con el arbol de derivacion, al cual ya se le han quitado las
premisas que se deseaba eliminar. Esto no consiste en otra cosa mas que remover del
arbol de derivacién los nodos que contenian la informacién de tales premisas.

Definicion 4.62 (eliminacion de premisas en derivaciones).
Definimos la funcién de eliminacién de premisas para derivaciones como:

delPart : Derivation — (Derivation, Subst’ ).,

dada por:

delPart (dt,cs) = (Ah(dl',cs).
(0l B3
(A (87, Csnewz- B
((dtnew / 87, cSnew), 53; /87))s
rebuildConstr (ditpew))sa
mergeDerTree (ks, dt, dt'))s
rebuildDer (dt,cs)

donde ks contiene el conjunto de identificadores de incognitas que ocurren en el juicio
cuyas premisas estamos eliminando. T

Bdsicamente, en primer lugar, reconstruimos un nuevo arbol de derivacién (dt’)
haciendo uso de la informacién que nos proveen las reglas presenten en df. Luego,
extraemos toda la informacion referida a los contextos y expresiones que forman parte
del 4rbol original y que nos puedan resultar de utilidad. Una vez hecho esto, procede-
mos a recostruir el conjunto de restricciones que debe satisfacer nuestro nuevo arbol de
derivacidn, retornando dicho conjunto junto al nuevo arbol que hemos generado.

Con lo formalizado hasta el momento, nos alcanza definir nuestro prototipo de
asistente y darle a éste algunos mecanismos basicos que le permitan trabajar de ma-
nera rudimentaria con expresiones, contextos, juicios, restricciones y derivaciones. En
nuestro préximo capitulo daremos una breve descripcién de la manera en que las ideas
presentadas en este capitulo fueron implementadas en nuestro prototipo.
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Capitulo

Implementacion

En este capitulo explicaremos la implementacién que fue llevada a cabo, sobre el
prototipo de asistente que fue formalizado en el capitulo anterior. Si bien el disefio
planteado resulta propio, la idea general sobre las funcionalidades que deberia proveer
una herramienta de éstas caracteristicas, se encuentran inspiradas en el trabajo de Lena
Magnusson [Mag94]. Algunas de las funcionalidades y ventajas que ofrece nuestra
implementacion son:

Posibilidad de trabajar con multiples derivaciones bajo diferentes especifica-
ciones de PTSs.

Mecanismos de generacién y eliminacién de premisas.

Dos modos de manipulacién de derivaciones. Uno manual que permite analizar
lo que va ocurriendo con la derivacién paso a paso y uno semi-automéatico que
agiliza la tarea de construccién.

Posibilidad de almacenar el estado de las derivaciones sobre las cuales se esta
trabajando, para continuar con las mismas en futuras sesiones.

Mecanismos de configuracion de especificaciones de PTS, junto a procedimien-
tos que nos permiten emplear tales especificaciones en cualquier derivaciéon que
requiramos.

Generacion de codigo LaTex para la representacién de PTSs o derivaciones en
tres formatos diferentes:

— Como un sdlo arbol de derivacion.
— Como una secuencia de arboles de derivacion.

— Como una lista tabulada de juicios.

Posibilidad de efectuar acciones de deshacer y rehacer sobre cualquiera de las
derivaciones sobre las que estemos trabajando, de manera independiente entre si.

Manipulacién simbdélica de derivaciones.
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5.1 MODULOS

Pero para poder comprender un poco mas nuestra implementacioén, primeramente
daremos una idea general de los médulos que componen nuestro sistema, y también una
nocién de la funcién que cumple cada uno de estos médulos. Luego haremos algunas
acotaciones referidas a algunos detalles particulares que hacen a la implementacion,
para concluir con una breve descripcién de la interfaz grifica que presenta nuestro
prototipo. El lector no deberia esperar en este capitulo una descripcién detallada de
cada una de las funciones que forman parte de nuestra herramienta. Para ello sugerimos
consultar la documentacién del cédigo fuente que acompaiia a nuestro sistema.

5.1 Modulos

A continuacién daremos una idea mas precisa de cada uno de los médulos que forman
parte de nuestro sistema y la funcionalidad que aporta cada uno de ellos, ademds de
la relacién existente entre cada uno de ellos. Pero antes de ello, y para comprender
un poco mejor como se encuentran organizados los componentes de nuestro sistema,
procederemos a comentar como se encuentran ubicados dentro del arbol de directorios
que forma parte de nuestra implementacién. Mirando la carpeta principal, notaremos
que existen tres directorios:

Assistant: Es, tal vez, el mas importante de todos. En éste se ubican los archivos que
implementan las estructuras y funcionalidades que formalizamos en el capitulo
anterior. Es decir, aqui se centra toda la 16gica de manipulacién de derivaciones
que emplea nuestro prototipo de herramienta. Veremos en mds detalle estos mo-
dulos en la seccién 5.1.1.

Interface: En esta carpeta se encuentran definidos los archivos que describen los com-
ponentes visuales que forman parte de la interfaz grafica, pero que no se relacio-
nan con el comportamiento propio de la interfaz.

PTS: Cuando avancemos un poco mds en la descripcién de nuestra implementacion,
veremos que una de las funcionalidades que ésta ofrece, es la de configurar el
PTS con el cual se va a trabajar. En esta carpeta se encuentran definidos al-
gunos archivos de configuracién de sistemas de tipos, los cuales son provistos
por defecto junto a la herramienta.

Ademds de estos directorios, existen varios archivos que no se encuentran ubica-
dos en el directorio raiz. Dependiendo del prefijo que presenta cada uno de ellos, los
podemos agrupar en dos conjuntos:

GUI: Estos se encargan de definir el comportamiento y las acciones que debe llevar a
cabo cada uno de los componentes que forman parte de la interfaz grafica frente
a peticiones del usuario o respuestas del sistema.

I0: En estos archivos se encuentran definidas las funciones que le permite al asistente
comunicarse con el sistema de archivos. Como veremos mas adelante, ésto nos
permitird grabar y recuperar informacion referida a las derivaciones o especifi-
caciones de PTSs.

Ademas de estos dos grandes conjuntos, existen algunos archivos mas:

e Un par de archivos .lang que no hacen mds que definir el resaltado de sintaxis
para contextos y expresiones.
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e Un archivo EventAdministrator que define un administrador de eventos basado
en invocacién implicita que usamos en la implementacion de la interfaz grafica
de nuestra herramienta. Daremos un poco més de detalle junto a una explicacién
de su finalidad mas adelante, en la secciéon 5.1.3.

Como ya dijimos, los médulos fundamentales para el correcto funcionamiento del
sistema son, por un lado, los que se encuentran dentro de la carpeta Assistant y por otro
los que definen el comportamiento de la interfaz (GUL... y 10...) junto al administrador
de eventos. A menudo nos referiremos al primer conjunto de archivos (los del directo-
rio Assistant) como el niicleo del asistente, mientras que cuando hablemos de interfaz
del asistente nos estaremos refiriendo al segundo grupo (incluyendo el administrador
de eventos).

5.1.1 Nucleo del asistente

Como ya dijimos, llamamos niicleo del asistente al conjunto de médulos que definen
las funcionalidades basicas inherentes al comportamiento de nuestro asistente de de-
mostracién. Cada uno de los archivos que conforman el niicleo, se encargan de modelar
alguna de las estructuras o funcionalidades que dimos en el capitulo 4.

En la figura 5.1 se pueden observar los médulos que forman parte del nicleo del
asistente y la relacién de dependencia que existe entre ellos. Como se puede apreciar, la
estructura que adoptan los mismos es casi jerdrquica, en la cual, los médulos inferiores
definen estructuras simples y exportan algunas funcionalidades que permiten trabajar
sobre las mismas. Haciendo uso de tales servicios, los médulos superiores pueden
definir funciones y mecanismos mds complejos, valiéndose de las abstracciones pro-
vistas por médulos inferiores.

Como dijimos anteriormente, cada uno de los médulos declarados se encarga de
declarar alguno de los componentes que formalizamos en el capitulo anterior. Veamos
entonces cual es la funcién especifica de cada uno de ellos y el concepto que abstraen
en cada caso.

Moédulo: Misc

En él definimos funciones auxiliares que emplearemos en el resto del sistema. La
mayoria de ellas se refieren a la manipulacién de arboles finitarios, como la busqueda
de un elemento, la modificacién de algin valor, mecanismos de eliminacién de nodos
(necesario para que la eliminacién de premisas funcione correctamente), el mapeo de
arboles introducido en la definicién 4.53, y demads funciones similares.

Asi mismo, usamos este médulo para definir otras funciones auxiliares de orde-
nacién de elementos, eliminacién de duplicados, y compraracién de cadena de carac-
teres entre otras.

Moédulo: PTSSpecification

En este médulo damos nuestra definicién de sort, axioma y reglas, ademds de la es-
tructura que emplearemos para almacenar una especificacion de PTS introducida en
la seccion 4.1. También lo utilizamos para definir las funciones que trabajan sobre
los PTS, tales como €5, €4 y €g, dadas en la definicién 4.4 o la inclusion de es-
pecificaciones formalizada en la definicién 4.5. Asi mismo, empleamos este médulo
para definir simbolos especiales referidos a la especificaciéon de PTSs como el de >
introducido en la definicién 4.1
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Figura 5.1: Dependencia de médulos en el niicleo del asistente

Moédulo: Expression

Este es uno de los médulos mas importantes que forman parte de nuestro sistema. En él
declaramos la estructura que emplearemos para denotar las expresiones que manejard
nuestra herramienta, las cuales fueron dadas a lo largo de la seccién 4.2. Ademds,
definimos las funciones que trabajan directamente sobre expresiones, como lo son la de
busqueda de variables libres ( 4.8), la funciéon que determina el conjunto de incégnitas
que ocurren en una expresion ( 4.9), o la que establece la o o B equivalencia entre
expresiones, entre otras que hemos dado.

Empleamos este modulo también para declarar una clase de Haskell [has90], la
que nos permite extender la nocién de sustitucion, tanto de identificadores como de
incdgnitas, no sélo sobre el conjunto de expresiones, sino que ademads, instanciando
tal clase adecuadamente, resulta bastante sencillo e intuitivo extender la sustitucién a
construcciones mds complejas, como lo pueden ser los contextos, juicios, restricciones
o arboles de derivaciones, entre otros.
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Moédulo: Context

Tal y como su nombre lo indica, en este médulo declaramos la estructura que repre-
sentard a un contexto en nuestro sistema. Asi mismo, definimos mecanismos que per-
miten afiadir nuevos elementos, consultar qué pares de identificadores y expresiones
componen un contexto dado o verificar cudndo un contexto se encuentra completa o
correctamente definido.

Médulo: Judgement

En este médulo definimos la estructura que representard a un juicio, segtn lo estable-
cido en la secciéon 4.3.1. En realidad este médulo es bastante sencillo, ya que no
existen funciones complejas que trabajen a nivel de juicios, salvo tal vez, la encargada
de determinar cuando un juicio se encuentra bien formado o completamente definido.

Moédulo: Rule

Si bien cuando formalizamos los componentes que forman nuestra herramienta, in-
trodujimos la nocién de regla tan sélo como un elemento secundario empleado en la
declaracién de los nodos que conforman un arbol finitario de juicios, en realidad el
conjunto de funcionalidades que se puede asociar a una regla es mayor al que nosotros
declaramos originalmente. Es por ello que optamos por emplear un médulo aparte para
la declaracién de los nombres de reglas.

Moédulo: Constraints

Uno de los conceptos fundamentales que declaramos al momento de formalizar nuestra
herramienta, fue el de las restricciones, al cual le dedicamos toda la seccion 4.3.2. En
este modulo no solo definiremos las estructuras que representardn a cada una de las
restricciones que es capaz de manipular el sistema, sino que ademds las funciones y
relaciones encargadas de verificar y reducir un conjunto de restricciones. En particular,
damos una implementacion de la relacién == introducida en la definicién 4.35 junto
a un conjunto de funciones auxiliares que permiten imitar el comportamiento de la
relacién introducida entonces.

Es ademas en este mismo médulo que definimos las funciones encargadas de gene-
rar el conjunto de restricciones para ciertos juicios y premisas (ver definicién 4.60).

Moédulo: Derivation

Es sabido que una de las estructuras mas importantes con la que trabaja nuestra herra-
mienta, es la derivacién, definida en este médulo. Por ello, comenzamos por definir
los conceptos de paso de derivacion 'y drbol de derivacion, finalizando con una imple-
mentacion de lo que consideramos una derivacién. Si recordamos nuestra definicién
de derivacion ( 4.38), veremos que ésta no constituye mds que un contenedor para un
drbol de derivacion y un conjunto de restricciones. Pero tan importantes como el con-
cepto de derivacién son las funciones que nos permitirdn manipular los elementos que
forman parte de una derivacion, definidas también en este médulo.

Ademés, es aqui que definimos un mecanismo que resulta fundamental para garan-
tizar el correcto funcionamiento de nuestra aplicacién. Si recordamos las funciones
generadoras de premisas que vimos en la secciéon 4.4.1, veremos que para algunas de
ellas resultaba necesario declarar algunos nombres de variables o incégnitas “nuevas”,
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que no fuesen utilizadas en la derivacién sobre la cual estdbamos trabajando. Un pro-
blema que surgia de ésto era que, si alguna expresion de nuestra derivacion contenia un
incdgnita, entonces no podiamos, a priori, determinar cuales incégnitas o variables po-
drian pasar a ser utilizadas por la derivacién al definirse (tal vez parcialmente) alguna
de las incognitas que ocurren en la derivacion.

Para solucionar este inconveniente, en este mismo moédulo declaramos un mecanis-
mo de generacion de variables e incdgnitas nuevas que nos soluciona dicho problema.
El mismo consiste en anexar a cada derivacidn, un conjunto (potencialmente infinito)
de variables e incdgnitas del cual se pueden ir retirando elementos que no hayan sido
empleados previamente en la derivaciéon. Podemos encontrar este mecanismo bajo el
nombre de DS, en alusién a que en cierta forma, conserva parte del Derivation State
que estamos manipulando.

Moédulo: Generation

Recordando el capitulo anterior, veremos que las dltimas secciones del mismo estan
dedicadas a los procesos de generacién y eliminacioén de premisas para juicios que for-
man parte de un drbol de derivacion. Claramente, los procedimientos destinados a tal
tarea, operan sobre las derivaciones, de modo que la declaracién de tales mecanismos
podria efectuarse en el mismo médulo que define las derivaciones.

No obstante, en procura de conservar la simplicidad de los médulos definidos, con-
sideramos que las funciones extras, si bien se encuentran vinculadas a las derivaciones,
proveen un conjunto completamente nuevo de funcionalidades. Por este motivo, es que
los mecanismos encargados de generar y eliminar premisas se encuentran declaradas
en un moédulo aparte.

Moédulo: AState

Una particularidad propia de la implementacién de nuestra herramienta radica en que,
a diferencia de lo que vimos en el capitulo anterior, necesitaremos de una estructura
que nos permita almacenar el “estado” de una derivacion (de alli el nombre de este
moédulo, por “Assistant State”). Si bien a nivel del niicleo del asistente no existen
declaraciones monddicas que nos permitan conservar el estado de nuestra aplicacion,
nada nos impide declarar cuales serdn los valores y estructuras que deberiamos alma-
cenar con la finalidad de conservar el estado de la derivacién que estamos usando. De
este modo, si en algiin momento se decide construir una interfaz completamente nueva,
para conservar el estado del asistente, solo deberiamos hacer persistente una de las es-
tructuras AState provista por este médulo. Entonces, los componentes que forman parte
de dicha estructura son:

La especificacion del PTS que estemos empleando.
e La derivacidn sobre la cual nos encontramos trabajando.

e El juicio que estamos tratando de manipular. Si bien dicho juicio también se
encuentra declarado en la derivacién que ya estamos almacenando, al poder ac-
ceder al mismo de manera directa, nos estamos asegurando una respuesta mas
pronta a las invocaciones que efectuemos sobre éste, como lo son las consultas o
las llamadas a funciones generadoras de premisas, entre otras.

e La posicion que ocupa el juicio que estamos manipulando dentro de todo el arbol
que conforma la derivacién. Puede que ahora no nos resulta evidente el por qué
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requerimos de este campo, pero cuando veamos las implementacion de la interfaz
gréfica, notaremos que a menudo querremos efectuar ciertas operaciones sobre
la representacion grafica del juicio sobre el cual estamos trabajando y para poder
llevar a cabo €sto, necesitamos de un mecanismo que nos garantice que el juicio
y su representacion grafica se corresponden. Ademds, si quisiéramos eliminar
las premisas de dicho juicio, no nos alcanza con conocer la forma que éste tiene
(ya que dos juicios idénticos podrian ocurrir en un mismo arbol de derivacién),
de modo que necesitamos conocer la ubicacion precisa que éste ocupa dentro de
dicho arbol.

Ahora que ya hemos dado una idea general de los médulos que forman parte del
niicleo del asistente, estamos en condiciones de continuar con aquellos que tienen por
objeto declarar el comportamiento que presentard cada uno de los componentes que
forman parte de la interfaz grafica de nuestra herramienta.

5.1.2 Interfaz del asistente

En la seccién anterior nos dedicamos a dar una breve descripcion de los mdédulos que
conforman el bloque principal de la herramienta, encargada de hacer los cédlculos, de-
ducciones y manejo de derivaciones. Ahora veremos de manera similar las estructuras
y funcionalidades provistas por los médulos encargados de declarar el comportamiento
de los componentes que forman parte de la interfaz grafica. Es cierto que hasta el
momento no hemos dicho nada respecto a dicha interfaz, e incluso, no es uno de los
temas sobre los cuales nos explayaremos en demasia. Pero también resulta cierto que
conforma una de las partes fundamentales que hace al funcionamiento de nuestra herra-
mienta, y por lo tanto, se merece al menos que efectuemos un breve resefia al respecto.

A modo de introduccién, podemos observar los médulos que forman parte de la
interfaz en la figura 5.2, junto a la relacién de dependencia que existe entre los mismos.
Como se puede apreciar, varios de los médulo que alli figuran, ya fueron dados en el
momento en que introdujimos el niicleo del asistente. Su presencia en este nuevo
diagrama no tiene mds objeto que el de representar cémo los nuevos médulos de la
interfaz se encuentran relacionados con los que conformaban el niicleo del asistente.
Por si atn no ha resultado del todo evidente, la interfaz no hace mas que proveer de
un medio de comunicacién amigable entre el usuario y las herramientas que provee
el nicleo mismo. Por este motivo, es que no deberia extrafiarnos la presencia de un
moddulo de abstraccion grafica por cada uno de los médulos que nos definia una nueva
estructura en el nicleo del asistente. Veamos a continuacion, una breve resefia de las
funcionalidades que provee cada uno de estos nuevos médulos.

Modulo: IOPTS

Como dijimos anteriormente, los médulos cuyo nombre comienzan con el prefijo 10 se
refieren a la comunicacién del asistente con el sistema de archivos. En particular, este
médulo se encarga de grabar y obtener la informacion referida a la especificacion de
PTSs hacia y desde archivos, para lo cual, exporta un conjunto de funciones encargadas
de escribir informacién referida a las especificaciones y un conjunto de funciones en-
cargadas de interpretar tales datos. La sintaxis de los archivos generados y aceptados
por éste médulo puede ser consultada en el apéndice B que acompaiia a este mismo
informe.
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Médulo: IOExpr

Otro componente que a menudo estaremos interesados en almacenar seran las expre-
siones. En realidad este médulo no nos resulta de gran utilidad por si s6lo, ya que nunca
estaremos interesados en almacenar el valor de una sola expresion. Sin embargo, las
funciones que ofrece pueden ser empleadas por otros médulos, como el /ODerivation
que veremos a continuacién y el GUI, que lo necesitara para interpretar las expresiones
ingresadas por el usuario al momento de definir una nueva derivacién.

Moédulo: I0Derivation

Uno de los mecanismos en los que si estamos interesados, es en uno que nos permita
grabar y obtener las derivaciones (tal vez incompletas) sobre las cuales estemos traba-
jando. Para lograrlo, es que contamos con este modulo, el cual valiéndose de IOPTS e
IOExpr, nos permite llevar a cabo dicha tarea. Una descripcién més detallada de la sin-
taxis aceptada por éste mddulo en la declaracién de derivaciones, puede ser consultada
en el apéndice C.

Como ya dijimos anteriormente, una de las ventajas que ofrece nuestra herramienta
es la de poder generar el codigo LaTeX que represente a una derivacion. Las funciones
que permiten tal conversion, se encuentran declarada también en los médulos de 70. El
10Derivation exporta funciones que permiten la conversion de derivaciones, el IOExpr
funciones para expresiones y el /IOPTS para especificaciones de PTS respectivamente.

Moédulo: GUIPTSSPecification

Este mddulo se encarga de exportar los componentes que representardn graficamente
a una especificacion de PTS junto a los sorts que forman parte de la misma. Ademads,
declara el comportamiento de uno de los componentes graficos que le da al sistema la
habilidad de personalizar la representacion grafica de los elementos que forman parte
de un PTS.

Médulo: GUIExpression

Uno de los componentes graficos mas utilizados por nuestra interfaz es el que declara
como deben visualizarse las expresiones que manipula nuestro asistente. Ademads de
proveer de un constructor de tales representaciones, el médulo GUIExpression exporta
las funciones encargadas de la representacion de sustituciones, tanto de identificadores
como de incdgnitas.

Moédulo: GUIJudgement

Como ya debe resultar evidente a esta altura, la mayoria de los elementos que fueron
declarados a nivel del asistente (sorts, expresiones, juicios, etc.) poseen su correspon-
diente componente de interfaz que los representa. En éste caso, el médulo GUIJudge-
ment se encarga de la representacion grafica de juicios. Ademds de los constructores
de representaciones de juicios, exporta funciones que manipulan tales representaciones,
como el resaltado de juicios o la modificacién de los mismos.
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Moédulo: GUIConstraint

Desde el momento en que nuestro sistema es capaz de manipular restricciones sobre
expresiones, resulta evidente que necesitaremos de un médulo que nos provea de la
representacion grafica de las mismas. A diferencia de lo ocurrido con los componentes
graficos introducidos hasta ahora, las restricciones cumplen sélo una funcién informa-
tiva a nivel de la interfaz, de modo que no se requieren funciones que sean capaces de
manipularlas una vez que han sido creadas.

Moédulo: GUIDerivation

Este médulo exporta la representacion grafica de una derivacion, que a la larga, resulta
ser el componente grafico mds utilizado por nuestra herramienta. Sin embargo, debido
a que todo el trabajo de manipulacién de derivaciones es llevado a cabo a nivel del
asistente, s6lo necesitamos de funciones que nos permitan construir tal representacién
y, a lo sumo, eliminar una parte de tal representacion.

Moédulo: GUIInput

En este caso, no nos encontramos frente a un médulo que modele algunos de los com-
ponentes declarados anteriormente, sino que se trata de uno relacionado estrictamente
con la interfaz grifica de nuestra herramienta. Una de las posibilidades que brinda
nuestro prototipo, es poder declarar cudles serdn el contexto y expresion original a par-
tir de la cual intentaremos construir una derivacién. El médulo GUIInput es el encar-
gado de proporcionar la interfaz que le permite al usuario ingresar dicha informacion.

Moédulo: GUIMisc

Tal y como ocurria a nivel del niicleo del asistente, el conjunto de funciones auxiliares
referidas al manejo de componentes gréficos se encuentran declaradas aqui. Entre ellas
algunas referidas al manejo de contenedores y consulta mejorada de propiedades de
elementos visuales.

Médulo: GUIDialogs

En un intento por facilitar la modificacién de los mensajes generados por el sistema,
todos éstos se encuentran agrupados en este mdédulo. También optamos por declarar
aqui funciones generadoras de mensajes de informacién y de error, con la finalidad
de unificar criterios, evitando al mismo tiempo duplicar c6digo innecesariamente a lo
largo de la implementacién de nuestra herramienta.

Moédulo: GUIState

Cuando dimos los mddulos que forman parte del niicleo del asistente, introdujimos
uno encargado de declarar una estructura capaz de almacenar el estado del asistente,
en caso de ello fuera necesario. El médulo GUIState, casualmente, es el encargado
de almacenar de manera monddica el estado de la interfaz. Pero debido a que nuestra
herramienta permite trabajar de manera simultdnea con varias derivaciones a la vez,
no nos alcanza con almacenar una sola instancia de un AState. Esto nos motiva a
que definamos nuestro estado de la interfaz como una tupla, conteniendo la siguiente
informacién:
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e El nombre de la derivacién sobre la cual estamos trabajando, el cual nos per-
mite distinguirlo del resto de las derivaciones que podamos tener cargadas en el
sistema en ese mismo momento.

e Un mapeo de nombre de derivaciones a informacién de derivaciones, la cual
incluye:

— Un mapeo de sorts a los simbolos graficos que los representan.

— La representacion gréfica de la derivacidn, lo que nos elimina el trabajo de
tener que redibujarla cada vez que decidamos intercambiar la derivacién
sobre la cual estamos trabajando.

— El estado del asistente para dicha derivacion. Es decir, un elemento AState

e Lainformacion de la derivacion sobre la cual se esta trabajando en ese momento.
La misma incluye:

— El arbol de derivacion.

— Un mapeo de nombres de reglas a posibles soluciones del proceso de ge-
neracién de premisas para el juicio que se encuentre seleccionado en ese
momento.

— El nombre de la regla que se encuentra momentdneamente seleccionada
para ser aplicada en el proceso de generacion de premisas.

e Las dimensiones de la ventana principal del asistente, lo que le permite recalcular
las posiciones de los juicios y derivaciones dentro de la ventana de trabajo, si esta
es redimensionada durante una sesion.

e La informacion referida a la historia del proceso de derivacién que permita des-
hacer o rehacer los cambios efectuados en cada una de las derivaciones sobre las
cuales estemos trabajando. La informacion consiste en un mapeo de nombres de
derivaciones a estructuras que almacenan datos sobre el estado de la derivacién
en momentos especificos, incluyendo el mapeo de sorts a simbolos, la repre-
sentacion gréafica de la derivacidn y el estado del asistente.

Evidentemente, ademds de la estructura que almacena el estado de la interfaz,
declara varias funciones auxiliares que permiten consultar y modificar los valores al-
macenados en la misma, incluyendo acciones especificas como almacenar el estado
actual, o deshacer/rehacer un cambio entre otros.

Moédulo: GUI

Este es el médulo principal de la interfaz grafica. Sélo exporta una funcién, la que se
corresponde con la funcién principal de manejo del asistente. Este médulo se encarga
de cargar toda la interfaz y efectuar las llamadas que sean necesarias a los demds mo-
dulos que conforman el sistema para llevar a cabo las acciones que se requieran para
que el asistente funcione correctamente. En lineas generales, las tareas que efectiia son
entre otras:

e Cargar los componentes graficos definidos para la interfaz declarados en la car-
peta Interface.
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e Asignar el comportamiento de cada uno de los componentes que forman parte
de la interfaz, tales como botones, combos, listas, menues, etc.

e Cargar y descargar las ventanas que forman parte de la herramienta.
e Hacer las invocaciones necesarias al resto de los médulos.

e Chequear la consistencia de los datos manejados por los componentes de la apli-
cacion.

e Cargar varios de los eventos que manejard el administrador, permitiendo asi a
otros componentes acceder a servicios basicos en la manipulacién de la repre-
sentacion gréfica de las derivaciones.

No daremos mayores detalles de este modulo debido a que la complejidad del
mismo es excesiva y escapa al objetivo principal de este trabajo, consistente en definir
un prototipo de asistente de demostracion.

5.1.3 El administrador de eventos

Cuando dimos una descripcién inicial de los médulos que forman parte de nuestra
implementacion, dijimos que uno de ellos era el administrador de eventos. Si bien el
mismo no forma parte de la interfaz del asistente, si resulta necesario para el correcto
funcionamiento de la misma. La necesidad de este médulo se hace presente por dos
motivos:

1. Cada uno de los componentes que representan graficamente a los elementos de
una derivacién son, al mismo tiempo, susceptibles a la interaccién del usuario.
Por ejemplo, los juicios pueden ser seleccionados.

2. Muy a menudo necesitaremos invocar a procedimientos de actualizacién de la
interfaz y el administrador puede ser empleado también para reducir el niimero
de parametros que deben ser dados a las funciones actualizadoras.

En lineas generales, el administrador lo que nos permite es asignar cédigo que re-
torne un valor de tipo /0() (la ménada de entrada/salida utilizada en Haskell) a un
nombre de evento dado. De esa manera, cualquier componente que tenga acceso al
administrador puede ejecutar dicho cddigo, sin la necesidad de recibir argumentos adi-
cionales. Los tipos exportados son:

e EventName: que denota el nombre de un evento.
e Event: que denota un evento.

e EventID: que denota una clave que identifica a un evento cargado en el admi-
nistrador.

e EventDataBase: que denota el contenedor mismo de eventos, donde se almace-
nan los eventos que pueden ser invocados.

Siendo las funciones mds importantes que exporta este modulo, las siguientes:

e eventNew : String x 10() — Event
La cual crea un nuevo evento a partir de un nombre y una funcién de /0(). Nétese
que esto no implica que estemos afiadiendo el evento al administrador.
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e eventlnsert : EventDataBase x Event — IO(Eventld)
El cual nos permite afiadir un nuevo evento al contenedor de eventos, para que
pueda ser luego invocado por quien lo requiera. El valor de eventld retornado,
resulta de utilidad a la hora de remover el evento del contenedor.

e eventExec : EventDataBase x EventName — 10()
Esta es la funcién que nos permite ejecutar las acciones asociadas a algiin evento
en particular. El valor de /0() retornado se corresponde con el resultado de la
ejecucion del cédigo asociado a dicho evento.

e eventRemove : EventDataBase x Eventld — 10()
Con esta tltima funcién podemos remover algtin evento del contenedor. Para
ello, necesitaremos conocer del identificador generado al momento de cargar el
evento en el sistema.

Como ya dijimos, la necesidad de un administrador de eventos surge por dos mo-
tivos fundamentales. El primero de ellos era que los componentes que representan
elementos de la derivacién, pueden recibir también eventos del entorno. De ese modo,
por ejemplo, al hacer click sobre un juicio, nos gustaria registrar en el sistema que di-
cho juicio ha sido seleccionado por el usuario o denotar de cierta manera que el mismo
ha sido seleccionado. Ahora bien, para poder resaltar el juicio seleccionado, necesita-
mos redibujar la representacion de la derivacion sobre la que estemos trabajando. Pero
para poder llevar a cabo esta accion, necesitariamos que GUIlJudgement invoque al-
guna funcién del médulo GUIDerivation o GUI, lo que nos conduciria a una inclusién
ciclica de médulos.

Haciendo uso del administrador de eventos, el médulo GUI puede almacenar un
evento con las instrucciones como redibujar la derivacién y pasar el contenedor de
eventos al médulo GUlJudgement. De éste modo, cuando este ultimo necesite redibujar
la derivacion, sélo debe ejecutar dicho evento, sin la necesidad de conocer la identidad
de los otros médulos.

Otra situacién en la que dijimos que el administrador de eventos nos simplificaba
nuestros disefio radicaba en el nimero de pardmetros que debe recibir algunas fun-
ciones. A menudo, algunas funciones de mdédulos secundarios necesitarian recibir
varios elementos como argumento, simplemente para modificar algunos valores de
manera estindar. Como dichas modificaciones resultarian idénticas, pasando sélo una
referencia al contenedor de eventos, logramos:

e Reducir el nimero de pardmetros.

e Evitar tener cédigo duplicado en varios médulos, facilitando la modificacién de
las funcionalidades asociadas a dicho cddigo, en caso de ser necesario.

5.2 Descripcion de la interfaz

Concluiremos nuestra descripcion de la implementacién realizada, mostrando algunas
de las ventanas que forman parte de la interfaz de nuestra aplicaciéon. Para cada caso,
enunciaremos cuales son los elementos principales que las componen y daremos una
breve descripcién de la funcién que cumple cada uno de ellos.

La ventana principal de nuestra herramienta es la dada en la figura 5.3. A través de
la misma el usuario puede crear, guardar o abrir derivaciones, acceder a las ventanas de
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Figura 5.3: Vista de la pantalla principal de la aplicacién

configuracion de PTSs, exportar los datos generados, y acceder a varios mecanismos
que le permiten manipular la derivacién sobre la cual se esta trabajando.

Como se puede apreciar, la ventana principal cuenta con dos barras de herramien-
tas. A través de la barra superior, el usuario puede, de izquierda a derecha, acceder a
los siguientes comandos:

e Crear una nueva derivacion.

e Cargar una derivacion a partir de un archivo.

e Guardar la derivacién actual en un archivo.

e Cerrar la derivacién sobre la cual se esta trabajando.

e Exportar la derivacion actual en formato LaTex.

e Deshacer los cambios efectuados en la derivacién actual.
e Rehacer los tltimos cambios en la derivacién actual.

e Acceder a la ventana de configuracién de PTS. La misma se muestra en la figura
54
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e Acceder a la ventana de carga de contexto y expresion original a partir de la cual
se efectuard la derivacién. La misma puede ser vista en la figura 5.5

En tanto que la segunda barra de herramientas, permite al usuario:

e Mostrar u ocultar la lista de derivaciones que se encuentran cargadas en el sis-
tema.

e Mostrar u ocultar las reglas empleadas en cada uno de los pasos que forman parte
de la derivacion actual.

e Activar o desactivar el modo semi-automético de generacién de premisas.

e Emplear algunas de las reglas disponibles en el proceso de generacién de premisas.
Estas son: axiom, start, weakening, product, abstraction, application y conver-
sion.

e Aplicar la regla seleccionada en el proceso de generacidon de premisas.
e Eliminar las premisas del juicio seleccionado.

e Asignar una expresion a una incégnita.

Ademads de las barras de herramientas, esta ventana cuenta con tres dreas de trabajo,
una de ellas activa. En el recuadro superior derecho se muestran las restricciones que
aun restan por ser satisfechas en el proceso de derivacién. A su izquierda se ubica un
recuadro similar, en donde se muestras las restricciones que van a ser afladidas en caso
de optar por aplicar la regla que se haya seleccionado, como asi también las asigna-
ciones a incdgnitas que se hayan podido deducir en el mismo proceso de generacion.
Finalmente, el drea de trabajo mds importante es la inferior. En ella se muestra el es-
tado actual de la derivacién y es en ésta en que el usuario puede seleccionar con que
juicio desea trabajar.

La configuracién de la especificacién del PTS que se empleard en la derivacion
puede llevarse a cabo a través de la ventana mostrada en la figura 5.4. En la parte
superior, la misma cuenta con una barra de herramientas que permite:

e Cargar la especificacion de un PTS a partir de un archivo que cumpla la sintaxis
dada en el apéndice B.

e Guardar la configuracién del PTS actual en un archivo, para que pueda ser em-
pleado posteriormente en alguna otra derivacion.

e Eliminar alguno de los sorts, axiomas o reglas que forman parte de la especifi-
cacién actual.

e Definir un nuevo sort en la especificacion actual.
e Definir un nuevo axioma en la especificacion actual.
e Definir una nueva regla en la especificacion actual.

e Aplicar los cambios efectuados en la especificacion actual y cerrar la ventana.
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Figura 5.4: Vista de la ventana de configuracién de PTS

Debajo de la barra de herramientas, sobre la izquierda, nos encontramos con la
lista de sorts, axiomas y reglas que forman parte de la especificacién actual. Sobre
la derecha, nos encontramos con los recuadros que permiten cargar el nombre de la
especificacion y los elementos que la componen. Un caso particular es el recuadro
destinado a la declaracién de sorts, la cual, ademds de un nombre, nos brinda la posi-
bilidad de definirle un simbolo particular que lo identifique. Algunos simbolos estandar
pueden ser cargador empleando el botén contiguo a la casilla destinada a tal fin.

Finalmente, en la parte inferior de la ventana, se encuentra un recuadro en el cual
se detalla de manera resumida, la informacidn referida a la especificacion actual.

Otra de las ventanas de uso frecuente, es la destinada a la carga del contexto y la
expresion a partir de la cual se iniciard el proceso de generacién de la derivacién. La
misma es bastante sencilla y puede ser apreciada en la figura 5.5. En la barra superior,
consta con s6lo dos botones. Uno para aplicar los cambios efectuados y otro para salir
descartando los cambios.

Un poco més abajo aparecen dos recuadro, uno para describir el contexto y otro
la expresion que denota el tipo del cual se partird. La sintaxis aceptada por ambos
recuadros se corresponde con la sintaxis dada para contextos y expresiones respectiva-
mente en el apéndice C. Ademads, ambos recuadros brindan la posibilidad de deshacer
o rehacer los cambios efectuados de manera independiente el uno del otro.

Finalmente, la dltima ventana que resulta relevante es la de asignacién de valores a
incdgnitas, presentada en la figura 5.6. La misma, ademads de las opciones habituales
de edicion, presenta dos recuadros. El superior se emplea para denotar el identificador
numérico que identifica a la incégnita que serd sustituida, en tanto que en el recuadro
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Configuracion dell contexto y expresion original

v B

Aceptar  Salir
Contexto

Expresion

Figura 5.5: Vista de la ventana de carga inicial de derivaciones

inferior, se debe especificar la expresion por la cual se desea reemplazar dicha incég-

nita.
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Figura 5.6: Vista de la ventana de asignaciones de incégnitas

De esta manera, con lo expuesto sobre los médulos y la interfaz, ya podemos dar
por concluida nuestra descripcién de la implementacion realizada. Como se puede
apreciar, no consideramos necesario dar mayores detalles sobre la misma debido a que
con la informacién brindada por la documentacién que acompaia al cédigo junto a los
apéndices que acompaiian a éste informe, la informacién extra que podriamos brindar
se tornarfa redundante.
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Capitulo

Conclusiones

Iniciamos el presente trabajo proponiendonos como objetivo implementar un prototipo
de asistente de demostracion basado en algin sistema de tipos simple, como lo puede
serel A— o el A2. Sin embargo, al observar que el campo de aplicacién de dicha herra-
mienta se veria ampliado enormemente al emplear sistemas de tipos mas complejos, se
opt6 por desarrollar una herramienta capaz de ser parametrizada a través de Sistemas
de Tipos Puros, una generalizacion de los sistemas de tipos convencionales presentes
en el cdlculo lambda.

Dado que primeramente debimos comprender los PTS, lo que se hizo fue tomar
como referencia algunos de los sistemas de tipos mds simples mencionados anterior-
mente y analizamos las relaciones existentes entre éstos y algunos sistemas de tipos
mas complejos. De ese modo, fuimos capaces de ir incrementando gradualmente el
nimero de expresiones que eramos capaces de describir empleando cada vez sistemas
de tipos mds complejos. Para reducir la brecha entre los diferentes sistemas, optamos
por elegirlos de manera tal que cada nuevo sistema que introduciamos incluia las carac-
teristicas de sus predecesores y afiadia a su vez algunas nuevas propiedades. Siguiendo
esa metodologia, valiendonos del conocimiento adquirido al analizar sistemas tales
como el A® o el célculo de construcciones, fuimos capaces de introducir los Sistemas
de Tipos Puros junto a algunas de las propiedades mds importantes que los caracterizan.

Luego, introdujimos la nocién propuesta por el Isomorfismo de Curry-Howard,
junto a una idea de como éste se relaciona con el cdlculo lambda, permitiendonos uti-
lizar expresiones de dicho célculo para modelar pruebas formales propias de la Logica
Intuicionista.

Habiendo superado la etapa de estudio de la teoria ya existente, nos abocamos a dar
una descripcion formal para un prototipo de asistente de demostracién que, valiéndose
de los principios establecidos por la correspondencia de Curry-Howard, permite cons-
truir pruebas constructivistas de programas. Ademads, viendo el potencial que represen-
tan los Sistemas de Tipos Puros, le brindamos a nuestra herramienta la posibilidad de
trabajar sobre cualquier especificacion de PTS.

Al momento de formalizar los elementos que formarian parte de nuestra aplicacion,
uno de los primeros pasos consistié en definir expresiones capaces de contener subex-
presiones no definidas y adn asi conservar algunas propiedades fundamentales. Fue
asi que introdujimos el concepto de incognitas, 1o que demand¢ la tarea de extender el
dominio de varias definiciones, quedando incluso algunas no del todo completamente
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definidas, tal y como ocurri6 en el caso de las variables libres, por ejemplo. Una vez
definido nuestro conjunto de expresiones, debimos extender los resultados obtenidos a
estructuras mas complejas, como lo son los contextos, juicios y derivaciones.

Al mismo tiempo y dada la naturaleza del problema con el que estdbamos tratando,
surgié la necesidad de introducir el concepto de restricciones. Al definirlos, debimos
declarar algunos mecanismos que le permitieran a nuestra herramienta manipular y
verificar la veracidad o no de un conjunto de restricciones. Y no sélo ello, sino que
ademads nos vimos en la obligacién de definir procedimientos dedicados a la generacién
de premisas y restricciones, lo que le otorgd a nuestra herramienta un alto grado de
automatizacion en el proceso que conlleva la construccién de una derivacion.

Ademads de mecanismos de construccién, declaramos un conjunto de funciones des-
tinadas a lidiar con la tarea de eliminar premisas para un juicio dado y cuando lo hici-
mos, descubrimos que dicha tarea requeria de un anélisis mas detallado de la situacion,
de modo que resulté necesario declarar mecanismos de re-generacion de restricciones
y derivaciones.

Finalmente, empleando los conocimientos adquiridos en las etapas anteriores, fui-
mos capaces de dar una implementacién de la herramienta propuesta, proveyendo a la
misma de una interfaz grafica que facilita, simplifica y hace mas amena su utilizacion.

Creemos haber logrado desarrollar un prototipo de asistente con cierto grado de
robustez, capaz de brindar las funcionalidades basicas esperables en una herramienta de
sus caracteristicas. Sin duda, los servicios provistos por éste resultas bastante reducidos
en comparacion con otros asistentes de demostracion basados en principios similares a
los seguidos en el desarrollo de nuestra aplicacidn, pero de todas formas nos mostramos
conformes con el grado de desarrollo adquirido.

En el afdn de mejorar las prestaciones ofrecidas por nuestro prototipo, creemos que
podrian efectuarse trabajos posteriores tendientes a mejorar aspectos tales como:

e El proceso de automatizacién que conlleva a la construccién de derivaciones.
Resultaria 6ptimo definir un mecanismo de generacién automadtica de premisas
y restricciones que permita la construccién automdtica de multiples pasos de
derivacion. Ademds, se deberia considerar la posibilidad de definir un mecanis-
mo que permita emplear trozos de pruebas en esa u otras pruebas que presenten
caracteristicas similares.

e El orden en que se debe configurar la derivacion y la especificacion del PTS
deberian poder ser alterados o brindar al menos la posibilidad de agrupar pruebas
similares bajo una misma especificacion, si ésto fuese necesario.

e El conjunto de reglas a partir de la cual es posible generar premisas se encuentra
fijo en esta primera versién. Una posibilidad serfa de la declarar un mecanismo o
incluso estructuras mds complejas que permitieran la declaracién de reglas como
parte del proceso de demostracion de un teorema. De esta manera obtendriamos
una herramienta mucho mads flexible, no acotada a un conjunto preestablecido de
reglas y aplicable a un rango mayor de situaciones.

o Construir una biblioteca estandar de especificaciones de PTS y conjuntos de fun-
ciones cominmente empleadas en demostraciones formales, de manera de sim-
plificar el proceso de configuracién y declaracion de derivaciones.

e Extender la declaracién de las expresiones permitidas por la aplicacién, de ma-
nera que se puedan emplear construcciones mas complejas (como case o andlisis
por casos), algunas estructuras de datos y constantes en el proceso de derivacion.
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e Permitir la edicién manual de las derivaciones a través de alguna ventana de edi-
cién o mecanismo similar. Actualmente, las derivaciones pueden ser modificadas
en forma directa alterando el archivo de derivaciones en la cual se encuentran al-
macenadas, pero un editor integrado facilitaria las tareas de control y verificacién
de los cambios efectuados.

e Debido a que el chequeo de B-igualdad puede tornarse indecidible en algunas
situaciones, la verificacién de dicha condicién podria ser reemplazada por la
busqueda de 3 contracciones en una u otra direccidn.

e Incrementar el poder de deduccién con que cuenta la herramienta, para casos en
los que algunas incdégnitas puedan ser asignadas a valores de Unicos, tal vez sin la
necesidad de llegarse a una expresion completa que reemplace a dicha incégnita.

e Aumentar el conjunto de restricciones que el sistema sea capaz de representar,
permitiéndose incluso operaciones logicas entre las mismas, las cuales pueden
incluir la disyuncién o implicacién, entre otras.
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Apéndice

Ejemplo

Durante el desarrollo de este trabajo, surgi6 la inquietud sobre cudn 1itil podria resultar
dar un ejemplo concreto de la utilizacién de nuestra herramienta. Una posibilidad era
la de transcribir alguna derivacién “interesante” que fuera obtenida a través del uso
de nuestra aplicacion. Claro que en tal caso, estarfamos dejando de lado los detalles
referidos a los pasos que condujeron a la obtencién de dicha derivacién. Incluso, ya
varias de las derivaciones presentes en este informe, fueron generadas utilizando el
mecanismo de exportacién de cédigo LaTex que provee nuestro prototipo, de modo
que decidimos descartar esta opcion.

Por ello es que, en lugar de simplemente escribir alguna derivacién que presenta al-
glin grado de complejidad, optamos por mostrar los pasos que conllevan a la obtencién
de una derivacién simple, mostrando el estado de nuestro prototipo en cada uno de los
pasos que implica la obtencién de la derivacién buscada.

Supongamos que queremos derivar la identidad polimérfica. En la secciéon 2.1.3
vimos que bajo la especificacién de PTS para el sistema A2, el tipo de la misma se
encuentra dado por:

IHo:x.00 — o

Veamos entonces como hallar un término (prueba) para dicho tipo (teorema). Lo
primero que haremos serd abrir el asistente, topdndonos con la ventana principal de la
aplicacién, semejando a la mostrada en la figura A.1.

Para comenzar con nuestra derivacién, primero deberemos asignar un nombre a la
misma. Para ello, hacemos clic en el primer bot6n de la barra de herramientas superior,
y accedemos asi a la ventana de creacién de derivaciones. En el recuadro emergente
se nos pedird que demos un nombre a la derivacién que estamos a punto de crear. En
nuestro caso particular, la llamaremos “idPol_1”. La situacién planteada en este paso
puede ser observado en la figura A.2.

Hacemos clic en crear obteniendo de esa manera, una nueva derivacion creada,
pero que ain no nos es mostrada en la ventana principal. Para poder acceder a la lista
de derivaciones que se encuentran abiertas en ese momento, podemos hacer clic en el
primer icono de la barra de herramientas secundaria, desplegando asi una lista en la cual
encontraremos la derivacién que acabamos de crear. El siguiente paso consiste en asig-
nar la especificacion de PTS que emplearemos para llevar a cabo nuestra derivacion.
Para ello, seleccionando la derivacion “idPol_1" de la lista de derivaciones, veremos
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Prototipo de Asistente de Demostracion basado en RIS - v0.1,

Archivo Editar Ver Ayuda
Nuevo Abrir

Nueva informacion Restricciones

Figura A.1: Vista de la ventana principal de la aplicacién

B8 Prototipo de Asistente de Demostracion basado en PTS - v0.1 -+ %

Archive Editar Ver Ayuda

Nuevo Abrir
Nueva informacion Restricciones
Nuevo teorema
D Nombre del nuevo teorema

I\dPuLl‘

Crear Cancelar

Figura A.2: Asignando el nombre a la nueva derivacién

que el icono de acceso a la ventana de propiedades de PTS se nos habilita. Haciendo
clic en el mismo, accedemos entonces a la ventana de configuracién de PTS, la cual
luce como se muestra en la figura A.3.

Supongamos por un instante que estamos queriendo hallar una prueba de la iden-
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a Prototipo de Asistente de Demostracién basado en PTS - v0.1 -+ X
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Figura A.3: Accediendo a la configuracién del PTS

tidad polimérfica en un sistema en el cual no resulta posible lograr tal demostracion.
Digamos entonces que vamos a trabajar bajo el sistema A —. Para cargar la especifi-
cacion del mismo, no tenemos mds que hacer clic en Abrir y luego buscar en la carpeta
PTS el archivo de configuracién para dicho sistema. Al abrirlo, si la carga de datos
resultd satisfactoria, la ventana de configuracion deberia haberse completado con la
informacién referida al sistema A —, tal y como se muestra en la figura A.4.

Hacemos clic en Aplicar y retornamos a la ventana principal. Si prestamos aten-
cién, notaremos que ahora el dltimo icono de la barra de herramientas principal se
encuentra activado. Esto nos esta indicando que podemos cargar el contexto y la ex-
presion a partir de la cual iniciaremos el proceso de derivacién.

Para nuestro caso particular, dejaremos el recuadro de Contexto en blanco, y com-
pletaremos el recuadro de expresion con la expresion que representa el tipo ITot : x.o0 —
o de acuerdo a la sintaxis dada en el apéndice C. La expresion ingresada deberfa pare-
cerse a la mostrada en la figura A.5. Nétese que a medida que editamos el recuadro de
expresion se nos habilitan las opciones de deshacer y rehacer para dicho recuadro.

Una vez que hemos finalizado, hacemos clic en Aceptar, para asi retornar a la
ventana principal, la cual ya se ha actualizado, de manera que ahora en el area de trabajo
se muestra el primer juicio que formara parte de la derivacién que construiremos, el
cual contiene la informacién que acabamos de ingresar.

El lector atento notard que las ocurrencias de la variable alpha han sido sustituidas
por la letra griega .. En realidad esto se debe a un mecanismo especifico de nuestra
herramienta que se encarga de mapear las variables con nombres de letras griegas a sus
respectivas representaciones graficas.

A continuacidn, si seleccionamos el tnico juicio que se encuentra disponible, vere-
mos que se habilitan tres opciones para la aplicacién de una regla de derivacién. Estas
son abstraction, application y conversion. Supongamos que seleccionamos la regla
de abstraction. En ese momento, en el drea principal de trabajo, se grafican las dos
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a Prototipo de Asistente de Demostracién basado en PTS - v0.1 -+ X

Archivo Editar Ver Ayuda

D . Rropiedades del RTS -
[
veo i B B oM S A R ¢
Abrir  Guardar Borrar Sort  Axioma Regla Aplicar
Nueva
RIS Nombre del PTS
~ Sorts
cEr el lLambda Flecha l
box (1) Sort

7 sudomas e
@ Y arbon smios [ %]

< Reglas i
DidPol_1 9 Axioma

Regla

Especificacion del PTS

Figura A.4: Cargando la especificacién del sistema A —

B8 Prototipo de Asistente de Demostracion basado en PTS - v0.1 -+ %

Archive Editar Ver Ayuda

O & B o & &

Nuevo Abrir Guardar ~ Cerrar  Exportar PTS Expresion

Configuracion del contexto y expresién original

v B

Aceptar  Salir
Contexto

Expresion
~ alpha : $star. (alpha -> alpha)

Figura A.5: Cargando la expresion original de la derivacién

premisas que deberian ser satisfechas en caso de querer efectivamente emplear la regla
de abstraction, tal y como se puede apreciar en la figura A.7.

Notemos que en la parte superior izquierda se detalla el conjunto de restricciones y
asignaciones que se efectuardn en caso de que el usuario decida efectivamente aplicar
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Prototipo de Asistente de Demostracion basado en RIS - v0.1,
Archivo Editar Ver Ayuda

0 & o R’ ¢ | & ¢
Nuevo Abrir Guardar Cerrar Exportar PTS Expresion

Nueva informacion Restricciones

dewvw nornE@E® == v

OidPal_1

() = 201 ¢ Mas . a—a

Figura A.6: Estado inicial de la derivacién

Prototipo de Asistente de Demeostracion basado en RIS - 0.1,
Archive Editar Ver Ayuda

7 B o B 5 ¢ | & ¢

Abrir Guardar Cerrar Exportar

PTS Expresion
Nueva informacion

2,01 S
75— Ao . 74[];

Restricciones

>ed Il EE =7

(a) =711 ¢ a—a () = Na: . a—a & 7]

() = 2501 © Moz . a—a

Figura A.7: Seleccionando la regla a ser aplicada

la regla de abstraction. En nuestro caso particular, se nos esta informando de que ?, H
deberia ser un sort y que ademads la incégnita 7 [] serd reemplazada por la expresion
Ao k.7 [] Si finalmente optamos por confirmar la aplicacién de la regla haciendo
clic en el antepentltimo botén de la barra de herramientas secundaria, veremos cdmo
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el area de trabajo de nuestra aplicacidn se actualiza, luciendo ahora de manera similar
a la imagen expuesta en la figura A.S8.

Rrototipo de A ente de Demostracién basado en P 0

Archive Editar Ver Ayuda

0, & o & R & v
Nus\m Abrir Guardar Cerrar Exportar Deshacer PTS Expresion
Nueva informacion Restricciones
1M1= S
> @ ¥ ?
(a) F 2] ¢ a—a () Nac . a—a & 2]

() = Aae . 2,00 ° Mo . a—a

Figura A.8: Aplicando la regla seleccionada

En esta nueva captura, podemos observar que la restriccién impuesta sobre la in-
cognita 7 [] ha pasado a formar parte del conjunto de restricciones globales de nuestra
derivacion. Siguiendo el mismo procedimiento, aplicamos la regla de product sobre la
segunda premisa que hemos generado. Pero entonces, se nos presenta una situacién
en la que deberiamos ser capaces de demostrar que (*,*) forma parte del conjunto de
axiomas del PTS que estamos empleando. Pero como estamos haciendo uso del sistema
A —, dicho axioma no se encuentra disponible y por lo tanto no podemos proseguir con
nuestra derivacion.

Todo esto surge del hecho de que, al aplicar la regla de product, nuestra herramienta
fue capaz de determinar que la dnica regla de la especificacion que se podia emplear era
la de la forma (x,x,x) y de alli se pudo deducir que * deberia entonces tener tipo *. Para
poder solucionar este inconveniente, deberemos proceder a cargar la especificacion del
sistema A2, paro lo cual deberemos acceder nuevamente a la ventana de propiedades de
PTS y cargar alli el archivo que contiene la configuracién de dicho sistema. Llevando
a cabo esta tarea, deberfamos llegar a una situacion similar a la planteada en la figura
A9.

Luego podemos aplicar los cambios y regresar a la ventana principal de la apli-
cacién. Un hecho que vale la pena destacar es que, debido a que la especificacién del
sistema A — se encuentra contenida (de acuerdo a la definicién 4.16) en la del sistema
A2, todo el trabajo que hemos efectuado aidn resulta valido bajo la nueva especificacion
de PTS. No obstante, al igual que nos ocurria anteriormente, bajo este nuevo sistema
tampoco somos capaces de demostrar que []  x : x, en principio porque el axioma
(*,%) no se encuentra declarado en nuestra nueva especificacion.

Nuevamente, el problema surge a partir de la informacién afiadida a nuestra deri-
vacion en el momento en que decidimos aplicar la regla de product, de modo que los
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[m] Prototipo de Asistente de Demostracién basado en PTS - v0.1 + %
Archivo Editar Ver | Propiedacdes del PTS - %
|
0 & | & E Y A RL v
Nuevo Abrir Abrir  Guardar Borrar Sort Axioma  Regla Aplicar  presion
Nueva inform| PTS Nombre del PTS
=~ Sorts
star (+) [Lambdaz ]
box () Sort
= Aviomas ot
(star,box) Simbolo [:]
D @ - Reglas Axioma
(star,star, star) Sort 1 :]
Regla
(C! ») ol ©
Especificacion del PTS
s={+«.01
A={«]
R= {(+++).(O+**)}
Figura A.9: Cargando la especificacion del sistema A2
] Prototipo de Asistente de Demostracion basado en PTS - v0.1 +

Archive Editar Ver Ayuda

O & B o B 9

&

r .

y

Nuevo Abrir Guardar Cerrar Exportar Deshacer PTS Expresion
Nueva informacion Restricciones
Asiganciones pendientes

Las siguientes asignaciones podrian haber sido definidas

por el usuaric en la derivacion criginal.
D Por favor seleccione aquellas gue desea mantener.

[ 72+ s$star;
() H o1

cambios introducidos en aquel entonces deberian ser descartados. Una opcidn seria
deshacer los tltimos cambios efectuados, pero esto también nos retornaria a un es-
tado anterior, en el cual atin nos encontrdbamos trabajando bajo el sistema A—. De
manera que optamos por emplear el sistema de eliminacién de premisas. Para ello,

Figura A.10: Eliminacién de premisas
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Prototipo de Asistente de Demostracion basado en RIS - v0.1,

Archivo Editar Ver Ayuda
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Figura A.11: Estado posterior a la eliminacién de premisas

Prototipo de Asistente de Demeostracion basado en RIS - 0.1,

Abrir GU

Nueva informaci

<ol¥

@idPol_1

Archive Editar Ver Ayuda

& g R 9 & 9
ardar  Cerrar  Exportar = Deshacer PTS Expresion
on Restricciones

v

(VA OF.:o
Ax St St

] (a:.)|—a:. (a:w)l—u:.
St Wk
. (-, _D:u) o
Pr
().

() Fa—a @ .

Ab

—a

() Ace  hogra . xg -

[

(] [ I

Figura A.12: La derivacién ya concluida

seleccionamos el juicio [] F ITo : x. &t — o : + y haciendo clic en el pendltimo botén

de la barra de herramientas secundaria, procedemos a la eliminacién de las premisas de
dicho juicio. Durante el proceso, se nos presenta un cuadro de didlogo consultindonos
sobre si deseamos conservar el valor que tenfa previamente asignada la incégnita ?, D o
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no, tal y como se muestra en la figura A.10. Como dicha expresion es el sort «, el cual
también nos servird en nuestra nueva derivacidon, marcamos la casilla correspondiente
a la asignacién que deseamos conservar y procedemos a aceptar los cambios.

Una vez concluido el proceso de eliminacion de premisas, estamos en condiciones
de aplicar nuevamente la regla de product sobre el mismo juicio en que lo hicimos
anteriormente. Sin embargo, a diferencia de lo ocurrido bajo el sistema A—, en el
sistema A2 no existe una dnica regla definida en la especificacién del PTS, de modo
que en lugar de tener que demostrar que x : , debemos verificar que [| F * : 25 D,
quedando el tipo de % auin indefinido, tal y como se puede apreciar en la figura A.11.

Notemos ademds que el conjunto de restricciones que debe verificarse ya no se co-
rresponde con el que tenfamos anteriormente, ya que las reglas bajo las cuales estamos
efectuando la nueva derivacion difiere de la que teniamos entonces. De esta manera,
podemos hacer uso de la regla de axiom sobre el nuevo juicio generado y proceder con
el resto de la derivacién de manera similar a la que hemos venido empleando hasta el
momento.

Aplicando sucesivamente las reglas adecuadas, llegaremos finalmente a conseguir
el término que se corresponde con el tipo cargado inicialmente. Una vez que la deri-
vacién ha concluido, es decir que todas sus hojas son axiomas, no existen incégnitas
presentes ni tampoco restricciones que atn queden por ser verificadas, entonces deci-
mos que la prueba ha concluido, tal y como se puede apreciar en la figura A.12.

Finalmente, podemos optar por guardar el resultado obtenido o exportar la deriva-
cién a cédigo LaTeX. A continuacién incluimos la derivacién obtenida, empleando el
formato de lista de juicios tabulados, exportada directamente desde nuestra herramien-
ta:

Especificacion del PTS: "Lambda2"

A = {x0O}
S = {(x0O)}
R {(, %, %), (O,%,%) }

Bajo el supuesto del PTS dado anteriormente, tenemos el siguiente teorema:

Moo :x. 00 — o

Cuya prueba se obtiene mediante la derivacién de la expresion:
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(] FAa:x dxpiox : Hoix. o0 — (Ab)

[a:x] FAxj:o.x 0 — o (Ab)
[(x:*,xl:ot] Fx oo Egtg
ok Forox t

| I}—*:EI (Ax)
[oc:Hl—(x—wx:* (Pr)
[a:x] oo« (St)
| F*:0 (Ax)
ok, Tora] oot x (WK)
[oc[:]* Foa ok ((:t))
Fx:0 X

okl oo * (St)
[H l]—*'D (Ax)

[ FHo:x.o0 — oz (Pr)
Fx: 0O (Ax)
L*]FO(HO(:* (Pr)
[ %] F oo x (St)
| F+:0 (Ax)
[, fora] F o * (Wk)
[0+ Foa:x (St)

[ F*:0 (Ax)

[ x] oot (St)

[ F*:0 (AX)

138



Apéndice

Sintaxis de los archivos de PTS

Los archivos de configuracién para especificaciones de PTS deben respetar la siguiente

gramatica:
<pts_file>
<name>

<sort>
<sort_name>

<sort_symbol>
<sort_sym_name>
<sort_sym_code>

<axiom>

<rule>

<name> (<sort>)+ (<axiom>)+ (<rule>)+

VP'I‘S:I rnwr <Stril’lg> rwr

" (! <sort_name> ')’ ('{’ <sort_symbol> "}’)?

( <letter> | <integer> )+

rwr <Strlng> rwr

<sort_sym_name> | <sort_sym_ code>
<string>

"#’ <integer>

" (! <sort_name> ’',’ <sort_name> ')’

" (' <sort_name> ’,’ <sort_name> ’,’ <sort_name>
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Sintaxis de los archivos de
demostraciones

Los archivos que almacenan informacién sobre las derivaciones deben respetar la si-
guiente gramatica:

<der_file> <pts_info> <der_info>

<pts_info> 1= <pts_file>
<der_info> ::= 'Theorem:’ ’'"’ <string> ’'"’ (<judgement>)+
<judgement> 1= ' [’ <context> "]’ ' |--" <expr> "::’ <expr> <rule>
<context> 1= (<ctx_elem> (';’ <ctx_elem>)x )?
<ctx_elem> 1= <id> '’ <expr>
<id> ;1= <named_id>

| <unnamed_id>

| <gen_id>

| I(I <id> I)I
<named_id> = ( <letter> )+ ( <integer> )?
<unnamed_id> ::= '!’ <integer>
<gen_id> 1= X’ <integer>
<expr> 1= <expr_app> ( '->' <expr_app> )~*
<expr_app> ::= <expr_parens> | ( <sub_expr> )+
<expr_parens> ::= ' (' <expr> ")’
<sub_expr> 1= <expr_var>

| <expr_sort>
| <expr_unk>
| <expr_pi>

| <expr_abs>
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<expr_var>

<expr_sort>
<expr_unk>
<expr_pi>
<expr_abs>

<subst>
<subst_elem>

<rule>
<rule_name>

<named_id>

<gen_1i
4 (I <e
,$, rn
I?V <l
Tl <i
I\I <e

A
<expr>

(O
IAX’
4 S'I"
IWK’
IAB/
IAPI
4 PRI
ICV’

d>

xpr_var> ")’
! <string> '
nteger> ( ' {

a> "’ <expr> '.

xpr_var> "’

<subst_elem>

"/’ <expr_var>

<rule_name>

nwr

4

S’ ( <letter>

! <subst> "}’ )?

14

<expr>

<expr> ' .’ <expr>

(

I]I

4

4
4

)?

<subst_elem>

)+

) *
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